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6 DINAMIKA LETJELICA

6.1 Relativno gibanje

6.1.1 Kinematika relativnog gibanja
Brojni su primjeri slozenih gibanja. Kao primjer slozenog gibanja tocke promatrajmo gibanje
muhe u zrakoplovu (jer muhu mozemo zamisliti kao materijalnu tocku). To gibanje muhe u
zrakoplovu nazivamo relativno gibanje, gibanje zrakoplova nazivamo prijenosno gibanje, a
gibanje muhe u odnosu na Zemlju nazivamo apsolutno gibanje. Koordinatni sustav koji je
vezan za Zemlju nazivamo apsolutni koordinatni sustav (u daljnjem tekstu obiljezit ¢emo ga
sa A, Sto podsje¢a na apsolutni, a koordinatni sustav koji je vezan za letjelicu nazivamo
relativni koordinatni sustav, obiljezit ¢emo ga sa B §to podsje¢a na englesku rije¢ "body".
Ishodiste relativnog koordinatnog sustava obiljezit ¢emo slovom "O".

Polozaj tocke "O" u apsolutnom koordinatnom sustavu A odreden je vektorom polozaja
T, (od ishodiSta apsolutnog koordinatnog sustava do ishodiSta "O" relativnog koordinatnog
sustava).  Projekcije toga vektora na osi apsolutnog koordinatnog sustava A funkcije su

vremena. U primjeru koji smo naveli tocka "O" je neka tocka letjelice, a projekcije vektora 7,
na osi apsolutnog koordinatnog sustava su koordinate polozaja letjelice. Oznacimo sa r,
matricu od jedne kolone koju Cine tri projekcije na osi apsolutnog koordinatnog sustava toga
vektora. Derivacije po vremenu ovih koordinata su komponente apsolutne brzine tocke "O"
letjelice V,, ili
vV, =¥,, 6.1
a derivacije projekcija apsolutne brzine na osi apsolutnog koordinatnog sustava su
komponente apsolutnog ubrzanja tocke "O" letjelice, a,,, ili
a, =V, =¥, 6.2
Relativni koordinatni sustav B giba se u prostoru u odnosu na apsolutni koordinatni
sustav A. To gibanje je zbroj translacije, koja je odredena brzinom ishodista relativnog
koordinatnog sustava 170, 1 rotacije koordinatnog sustava oko ishodista "O". Kutnu brzinu te
rotacije oznaCavamo sa Q. Drugim rijecima, 0 je kutna brzina relativnog koordinatnog

sustava B u odnosu na apsolutni koordinatni sustav A. U naSem primjeru to je kutna brzina

zrakoplova. (slika 6-1)
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Slika 6-1. Apsolutni i relativni koordinatni sustavi

Polozaj neke tocke "M" u relativnom koordinatnom sustavu odreden je relativnim vektorom
poloZaja p od ishodi$ta relativnog koordinatnog sustava "O" do promatrane toc¢ke "M".
Projekcije tog vektorap na osi relativnog koordinatnog sustava su relativne koordinate
polozaja tocke "M". Oznacimo sa p matricu od jednog stupca koju Cine tri projekcije na osi
relativnog koordinatnog sustava. Derivacije tih koordinata po vremenu su komponente
relativne brzine tocke "M" koju oznacavamo sa 17, . U tom slucaju bit ¢e
V,=p. 6.3
Derivacije projekcija relativne brzine na osi relativnog koordinatnog sustava su komponente
relativnog ubrzanja a, te je
a =V =p. 6.4
Vektor polozaja tocke "M" u apsolutnom koordinatnom sustavu A neka bude 1. On je
zbroj dvaju vektora: vektora polozaja letjelice T, i relativnog vektora polozaja p tj.
r=r,+L,p. 6.5
Sa Lap oznacili smo matricu transformacije u apsolutni koordinatni sustav A iz relativnog

koordinatnog sustava B. Deriviranjem po vremenu ove jednadzbe dobivamo:

%r=V0—(T)A/BLABprLABVr 6.6
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Prema pravilu o derivaciji matrice transformacije, trebamo Lap pomnoziti ispred sa

kososimetricnom matricom (od komponenata u koordinatnom sustavu A) kutne brzine

koordinatnog sustava A u odnosu na sustav B. Kako je £2 kutna brzina koordinatnog sustava

B u odnosu na A, onda je kutna brzina B u odnosu na A
0,5 ="Qp,. 6.7
Derivacija po vremenu apsolutnog vektora polozaja T tocke "M" je apsolutna brzina.
Isto kao Sto projekcije vektora 7 ¢ine matricu r tako i derivacije te matrice ¢ine matricu

projekcija apsolutne brzine V na koordinatne osi sustava A. Tako je konacno
V=V,+Q! L p+L,V.. 6.8

Derivirajmo jos jedanput po vremenu ovu jednadzbu
d ~ ~ (= ~
a=a,+ (EQQ/A)LABP +Qp (QQ/ALABP + LABVr) +Qpu LV, +Lga,. 69
Kutno ubrzanje € derivacija je vektora kutne brzine .(}B , 4 - Ako su projekcije kutne brzine u

apsolutnom koordinatnom sustavu £2; ,, onda njihovim deriviranjem po vremenu dobivamo

projekcije (u istom kutnom sustavu) kutnog ubrzanja

Qs
gl =—7"1 6.10
dr
te je
a’=al+8p" +Q4 Q1 p?+2Q4 Vital 6.11

Primjenom pravila o transformaciji produkta kososimetricne matrice i matrice od jednog
stupca, prethodnu jednadzbu moZemo napisati i u koordinatnom sustavu B. MnoZenjem te

jednadZbe s matricom transformacije Lga , dobivamo

a’=al +Ep+QQp+2QV, +a,. 6.12
Matrice p,V,,a,,Q ig sastavljene su, prema definiciji, od projekcija ovih vektora na osi
koordinatnog sustava B, te nema potrebe da to naznafimo, a matrice a1 a, sastavljene su od

projekcija na osi koordinatnog sustava A, pa je zato potrebno naznaliti da ih treba
transformirati u koordinatni sustav B.

Uoc¢imo onu toc¢ku "P" relativnog prostora koja je fiksna u relativnom prostoru, ali se u
promatranom trenutku poklapa s tockom "M". Drugim rijecima, pokretna tocka "M" nalazi se
u trenutku "t" u tocki "P" relativnhog prostora. U primjeru koji smo uzeli to je tocka
zrakoplova u kojoj se nalazi muha. U drugom trenutku bit ¢e to druga tocka zrakoplova P', jer

¢e se tocka "M" u meduvremenu pomaknuti iz polozaja P u polozaj P'. Ako trazimo ubrzanje



6-4 Dinamika letjelica

te tocke P, onda imajuc¢i na umu da je ona nepokretna u relativnom koordinatnom sustavu
slijedi da ona nema ni relativnu brzinu V_ ni relativno ubrzanje a, te je njeno apsolutno
ubrzanje
al=a’+2p+QQp. 6.13
Iz toga vidimo da zbroj prva tri ¢lana na desnoj strani jednadzbe predstavlja ubrzanje tocke P.
To ubrzanje nazivamo prijenosno ubrzanje i oznacavamo ga sa a,. Medutim, apsolutno
ubrzanje nije jednako zbroju prijenosnog ubrzanja i relativnog, jer u jednadzbi imamo jo$
jedno dopunsko ubrzanje koje nazivamo Coriolisovo ubrzanje
al =2QV. . 6.14
Na osnovi definicija o prijenosnom i Coriolisovu ubrzanju kona¢no mozemo zakljuciti da je
apsolutno ubrzanje jednako zbroju prijenosnog, Coriolisovog i relativnog ubrzanja.
a=a,+a, +a_, 6.15
ali sve komponente, pa i rezultanta trebaju biti u koordinatnom sustavu A ili u koordinatnom

sustavu B.

6.1.2Inercijske sile

Newtonov zakon da je vektor ubrzanja srediSta mase pomnozen skalarom koji predstavlja
masu jednak rezultanti vanjskih sila koje djeluju na tijelo, moze se primjenjivati samo u
apsolutnom (ili inercijskom) koordinatnom sustavu. Medutim, let je relativno gibanje, jer je to
gibanje u odnosu na neki koordinatni sustav vezan za Zemlju, a kako se Zemlja okrece, svi
koordinatni sustavi koji su vezani za Zemlju jesu relativni koordinatni sustavi. Postavlja se
pitanje ¢emu je jednak produkt vektora relativnog ubrzanja a, s masom. Iz gornje jednadzbe
imamo

ma, =ma—ma, —ma, .
Na desnoj strani produkt ma jednak je projekcijama rezultate vanjskih sila R na osi istog
koordinatnog sustava, te je

ma, =R —-ma, —ma,. 6.16
Iz ove jednadzbe vidimo da je umnozak vektora relativnog ubrzanja s masom takoder jednak
rezultanti vanjskih sila, ali uvecanoj za jos dva vektora koje zovemo inercijske sile, i to:

prijenosna inercijska sila F,=-ma,,

Coriolisova inercijska sila ~ F, =—ma .
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Prijenosna inercijska sila je umnozak mase s prijenosnim ubrzanjem obrnutog smjera, a
Coriolisova inercijska sila je umnozak mase s Coriolisovim ubrzanjem obrnutog smjera. U
relativnom prostoru te inercijske sile i stvarne sile zbrajaju se u rezultatu, koja je jednaka
umnosku relativnog ubrzanja i mase:
ma, =R+F, +F,. 6.17

Znaci mozemo i u relativnom koordinatnom sustavu primjenjivati Newtonov zakon , ali onda
moramo stvarnim vanjskim silama dodati i dvije inercijske sile: prijenosnu i Coriolisovu.
Uoc¢imo ¢injenicu da zbog toga neko tijelo u relativnom koordinatnom sustavu moze imati
neko ubrzanje i ako nema vanjskih sila koje djeluju na to tijelo, jer to ubrzanje mogu izazvati

inercijske sile.

6.1.3 Akcelerometri

Ubrzanja se mjere akcelrometrom. Jednostavan akcelerometar je cjevCica u kojoj se moze
gibati masa m. Os te cjevCice odreduje os akcelerometra. Princip rada akcelerometra je
odrzavanje ravnoteZe male mase nekom silom F koju mozemo registrirati. Jednostavan
primjer odrzavanja mase "m" u ravnotezi je opruga cCija se sila deformacije F uravnotezuje s
inercijskom silom. Veli¢ina deformacije odreduje silu F, a kako ta sila uravnotezuje inercijsku
silu i1 silu Zemljisne teze, odredujemo kolika je inercijska sila. Da bismo odredili to¢no
inercijsku silu, pogledajmo jednadzbu relativnog gibanja male mase m u cjev¢ici. Na nju
djeluju:

- sila F mjernog elementa (npr. duz osi cjevcice),

- sila Zemljisne teze mg,

- reakcija oslonca N, normalna na povrsinu na kojoj se oslanja mala masa m. Ta sila N
okomita je na stijenke cjevcice, a to znaci da je N okomito na os akcelerometra,

- sila trenja R djeluje u pravcu relativne brzine ali je suprotnog smjera,

- inercijske sile: prijenosna -map i Coriolisova -mag .
Prijenosno ubrzanje ap je ubrzanje one tocke letjelice u kojoj se u tom trenutku nalazi srediste
mase "m". Jednadzba relativnog gibanja male mase m u akcelerometru je:

ma, =F+mg+N+R+(-ma,)+(-ma,)

Kada se uspostavi ravnoteza male mase m u akcelerometru, nema sile trenja R, jer nema
relativnog gibanja, nema Coriolisove inercijske sile jer nema relativne brzine, a relativno
ubrzanje je nula jer mala masa m miruje u relativnom prostoru. Tako, jednadzba relativnog

gibanja male mase m postane jednadzba relativne ravnoteze:
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0:F+mg+N+(—maP)
Postavimo relativni koordinatni sustav tako da je os akcelerometra os x koordinatnog sustava
letjelice. Tada je
0=F +mg, —ma,,

ili

FX
ap =—rtg,. 6.18

Na neki nacin registriramo silu /', malu masu m znamo, te nam je prvi ¢lan na desnoj strani
poznat, ali drugi moramo odrediti na neki drugi nacin: drugim mjerenjem ili racunom. To
znaci da akcelerometrom mjerimo projekciju ubrzanja letjelice na os akcelerometra umanjenu
za projekciju ubrzanja sile Zemljisne teze. Da bismo dobili kompletnu projekciju ubrzanja
tocke letjelice, moramo mjerenju dodati projekciju ubrzanja sile ZemljiSne teze na os
akcelerometra. U izuzetnom slucaju ako je os akcelerometra horizontalna, ovaj dodatak je
jednak nuli, te nam je mjerenje jednako projekciji ubrzanja toCke letjelice na os

akcelerometra.

6.2 Temeljni zakoni gibanja letjelica konstantne mase

6.2.1 Gibanja sredista mase

Kruto tijelo smatramo limesom sustava materijalnih tocaka kada njihov broj tezi
beskonacnosti, a masa se svake materijalne tocke infinitezimalno smanjuje. Zato ¢emo
primjenjivati diferencijalni i integralni racun. Masa jedne materijalne tocke ili Cestice tijela bit
¢e "dm", a njen vektor poloZaja (od ishodista koordinatnog sustava) bit ¢e T , njena brzina je
V i njeno ubrzanje je @. Polozaj , brzina i ubrzanje te estice "dm" definirani su u odnosu na
koordinatni sustav, koji a priori ne mora biti apsolutni.

Kada kazemo "kruto tijelo" to znaci da su Cestice tijela u medusobnom konstantnom
odnosu, pri ¢emu tijelo ne mora biti homogeno. Ako su Cestice u stalnom medusobnom
odnosu, slijedi da su unutra$nje sile djelovanja izmedu cestica u ravnotezi. Drugim rijeCima,
sila kojom djeluje jedna Cestica na sve ostale Cestice jednaka je sili kojom djeluju te Cestice na
tu jednu cesticu. Kada promatramo jednu cCesticu, onda moramo uzeti u obzir rezultantu
djelovanja svih drugih Cestica na tu jednu (dF,) , ali kada promatramo sve Cestice zajedno, tj.
kada tu jednu Cesticu pridruzimo svim ostalim onda se njeno djelovanje na sve druge i

djelovanje drugih na nju ponisStavaju te je ukupna unutrasnja sila jednaka nuli.
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Za takvo tijelo definira se "srediSte mase" prema jednadZzbi

r, =ijrdm. 6.19
mm

Deriviranjem po vremenu dobivamo brzinu i ubrzanje srediSta mase

v -1 [vm
m
: " 6.20
a,=—|adm
To znaci da je derivacija koli¢ine gibanja tijela konstatne mase odredena jednadZzbom
aQ_d Vdmzjﬁdm =Iadm=mac 6.21
dt dt - dt .

Brzina i ubrzanje bit ¢e apsolutni ako su Clanovi matrice r projekcije vektora na osi
apsolutnog koordinatnog sustava. Ako su to projekcije na relativni koordinatni sustav p, onda
su i brzina i ubrzanje relativne veliCine, i to u odnosu na taj isti relativni koordinatni sustav.
Zasad nec¢emo ni¢im uvjetovati ni polozaj ishodiSta ni gibanje toga koordinatnog sustava u
odnosu na koji promatramo gibanje tijela .

Zelimo izvesti jednadzbu relativnog gibanja krutog tijela. Kako smo rekli da kruto tijelo
promatramo kao skup njegovih Cestica, prvo ¢emo promatrati jednu Cesticu. Na svaku Cesticu
djeluje privlacna sila Zemlje a, dm , a na Cestice vanjske povrSine djeluje i vanjska sila dR
(sila tlaka zraka i trenja zraka na element vanjske povrSine). Djelovanje svih drugih Cestica
tijela na promatranu Cesticu bit ¢e elementarna unutrasnja sila dF,. Osim ovih stvarnih sila,
moraju se dodati i inercijske sile zato §to su ¢lanovi matrice r vektora poloZaja elementarne
Cestice, projekcije na osi relativnog koordinatnog sustava, jer je koordinatni sustav u odnosu

na koji promatramo gibanje tijela relativni koordinatni sustav, a to gibanje tijela je relativno

gibanje. Inercijske sile na elementarnu Cesticu su
prijenosna dF, =-a,dm,
Coriolisova  dF, =—a, dm.
Tako je jednadZba gibanja elementarne Cestice tijela u relativnom koordinatnom sustavu
a,dm =dR+a dm+dF, +dF, +dF, =V, dm
Prijenosno ubrzanje bit ¢e definirano prijenosnim gibanjem koordinatnog sustava koje je

zadato. Zbrojimo jednadzbe gibanja svih elementarnih Cestica letjelice i predimo na limes.

Dobit ¢emo
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Ia,,dm:R+aYm+IdFP +JdFK

m

Unutra$nje sile su u ravnotezi i deu =0, kao $to smo to objasnili, pa je ubrzanje sredista

m

masc:

ma,, =R+avm+'|.dFP +'|.dFK

Oznacimo sa "O" ishodiSte koordinatnog sustava, a matrice brzine i ubrzanja ishodista sa V 1
a,, te neka je matrica kutne brzine relativnog koordinatnog sustava €, onda je rezultanta
Coriolisovih sila

[dF, =[-a,dm=[-2Q,V,dn=-2Q,[V,dn=-2Q,V, m=-a_m,

jer je kutna brzina relativnog koordinatnog sustava ista u svakoj tocki tijela. Ova jednadzba
pokazuje da je rezultirajuc¢a Coriolisova sila jednaka Coriolisovoj sili ako bi sva masa bila

koncentrirana u srediStu mase. Sli¢no tome bit ¢e i1 rezultiraju¢a prijenosna inercijska sila:

dep =I—apdm=—j(a—ar —aK)dmz—(aC -a, —aCK)mz—aLPm

To znaci da je zbroj inercijskih prijenosnih sila jednak inercijskoj prijenosnoj sili kao kada bi
cijela masa tijela bila koncentrirana u srediStu mase tijela.

Uvrstimo li ove rezultate za rezultirajucu inercijsku prijenosnu i Coriolisovu silu u
jednadzbu za relativno ubrzanje srediSta mase dobivamo najvazniju jednadzbu gibanja
letjelica:

acrm=R+aym+(— acpm)+(— acKm) 6.22
Ova jednadzba nam odreduje gibanje sredista mase letjelice. Vanjske sile koje ¢ine rezultantu
R moraju biti poznate (aerodinamicka sila) kao i gibanje relativnog koordinatnog sustava

kako bismo mogli odrediti inercijsku i Coriolisovu silu. Za to nam je potrebno prijenosno

ubrzanje a., srediSta mase i kutna brzina Q. Ako promatramo gibanje letjelice u odnosu na

Zemlju, onda je prijenosna inercijska sila —a m centrifugalna sila uslijed rotacije Zemlje.

Zbroj privlacne sile Zemlje i inercijske prijenosne sile nazivamo sila Zemljisne teze:
gm=am—a_,m 6.23

te je derivacija brzine leta u koordinatnom sustavu vezanom za Zemlju (npr. lokalnom

koordinatnom sustavu):



Dinamika letjelica 6-9

L

9 L L

Vi=—+g +<_aCK)9
m

jer je brzina leta relativna brzina. Ako su komponente brzine u koordinatnom sustavu
letjelice, onda obi¢no ovu jednadzbu gibanja prenosimo u koordinatni sustav letjelice

mnozenjem sa matricom transformacije L,

d R
L d_(LLFVK):_+g+(_aCK)’
t m

jer se u koordinatnom sustavu letjelice ne mora oznacavati u kojemu su koordinatnom sustavu
komponente. Coriolisovo ubrzanje u ovoj jednadzbi je 2Q .V, . Derivacija matrice L, je
~ L _ AL
- L/FLLF =Q LLF >

jerje —®,, =€ . UvrStavanjem u gornju jednadzbu dobivamo

~ . R
Ly, (QLLLFVK + LLKVK) = ; +g+ (_ aCK) )
odakle je kona¢no

£~2VK+VK=%+g+(—aCK). 6.24

6.2.2 Gibanje oko pomic¢ne tocke

Drugu temeljnu jednadzbu mehanike letjelica dobit ¢emo polazeé¢i od jednadzbe apsolutnog
gibanja (dok smo prvu dobili polaze¢i od relativne jednadzbe gibanja). Vektorsku jednadzbu
apsolutnog gibanja Cestice dm projektirat cemo na relativni koordinatni sustav te dobiti

adm=dR + dF, + gdm.

Usvojiti ¢emo relativni koordinatni sustav vezan za letjelicu s ishodiStem u tocki oko koje

promatramo gibanje. Osi toga relativnog koordinatnog sustava imaju istu kutnu brzinu kao i
letjelica. Komponente te kutne brzine Q duz osi toga istog koordinatnog sustava ¢ine matricu
od jednog stupca Q. PomnoZimo ovu jednadZbu vektorski s vektorom relativnog poloZaja p
(od ishodista do Cestice dm) . Dobivamo
padm=dM, +dM , + pgdm

vektorski produkt pdR, tj. moment vanjskih sila koje djeluju na Cesticu dm, predstavlja
elementarni moment vanjskih sila dM, , a produkt pdF, predstavlja elementarni moment
unutra$njih sila koji smo oznacili sa dM , . Dobivenu jednadzbu ne moZemo u praksi koristiti

jer su nam nepoznate unutrasnje sile i njihovi momenti. Zato ¢emo i ovu jednadzbu integrirati,

kao $to smo to uradili s jednadzbom za gibanje srediSta mase, jer ¢e tom prilikom nestati
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momenti unutrasnjih sila. Buduéi da ishodiSte nije a priori postavljeno u srediStu mase,
koordinate srediSta mase p_ nisu jednake nuli te ¢emo imati moment sile ZemljiSne teze za
ishodiste, ali ako je ishodiste u srediStu mase, taj moment sile ZemljiSne teze za ishodiSte
jednak je nuli. Rezultiraju¢i moment vanjskih sila moramo uzeti za tocku letjelice u kojoj smo
postavili ishodiste relativnog koordinatnog sustava, a moment unutrasnjih sila bez obzira na

to je li ishodiste postavljeno u sredistu mase ili nije, bit ¢e

[am, =o0.

Tako dobivamo

I,Badm =M, +p.gm;

m

M, su komponente momenta vanjskih sila za tocku letjelice u kojoj smo postavili ishodiste
relativnog koordinatnog sustava, duz osi relativnog koordinatnog sustava.

M, = [pdR

U tom relativnom koordinatnom sustavu promatramo i komponente vektora polozaja (matrica

p). Razmotrimo poblize integral J.ﬁadm. Da bismo odredili taj integral, podimo od

m

vektorske definicije kinetickog momenta:
H,= J. p x Vdm
H, =J.ﬁ><(l70 +f2><,5)dm =J.ﬁ><l70dm+]‘[)><(f2xﬁ)dm

Hy = p, Xﬁom—fﬁx(ﬁxf))dm
ili matri¢no
H, =p:Vom— J.,B,Bdm Q
Deriviranjem dobivamo:
d

_ de. -
EHO:E;[[)XVdm

Projekcije relativnog vektora ne ovise o vremenu ve¢ o polozaju elementarne mase. Medutim,
ortovi relativnog koordinatnog sustava imaju kutnu brzinu te je njihova derivacija vektorski

produkt te kutne brzine i ortova. Tako je derivacija vektora:
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d ~
P _ O«
dt P

Zato je derivacija integrala:

%Jy;ﬁxﬁdm =£(%xl7+,5xﬁ)dm =J[(flx,5)xl7+,5xﬁ}lm

m

& hum = [l I, +6x ) pxam

%J.ﬁxfdm =(ijﬁdm}xl70+Iﬁx5dm=(ﬁxﬁc)xﬁom+JIBx5dm

Ako je ishodiste u srediStu mase (O = C), onda je p. =0, pa je prvi ¢lan na desnoj strani

jednadZbe jednak nuli. To znaci da je derivacija kinetickog moment za sredisSte mase:

d - L
EH c= l p xadm,
kao u slucaju kad se tijelo giba oko nepomicne tocke (sferno gibanje).

Konacno u ovim jednadzbama zamijenimo integral na desnoj strani I pxadm s

m

momentom vanjskih sila prema jednadzbi ( 3.30). Dobivamo u op¢em slucaju:

%ﬁoz—fox(ﬁx B M, 6.25
H,+QH,=-V,Qp.m+M,, 6.26

ili ako je ishodiste u sredistu mase:

%Hc =M, 6.27
H.+QH_. =M, 6.28

6.2.3 Tenzor tromosti

Uloga kineti¢kog momenta u rotacijskom gibanju ista je kao koli¢ine gibanja u translatornom
gibanju. Kao $to je derivacija koli¢ine gibanja jednaka rezultanti vanjskih sila, ukljucujuéi i
inercijske sile, tako je i derivacija kinetickog momenta za neku toCku jednaka momentu
vanjskih i inercijskih sila za tu istu tocku. Kada integracijom po vremenu dobijemo koli¢inu
gibanja, onda dijeljenjem s masom tijela dobivamo brzinu translatornog gibanja tijela (brzina
srediSta mase tijela). Tako isto integracijom druge vektorske jednadzbe dobivamo kineticki
moment, a iz njega trebamo dobiti kutnu brzinu tijela.

Podimo od definicije kinetickog momenta za bilo koju tocku letjelice:
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H= j px Vdm 6.29
Podsjetimo se da p vektor polozaja Cestice mase dm od ishodista koordinatnog sustava (za

koju odredujemo kineticki moment), dok je ¥ brzina te Gestice dm. Prema definiciji

kinetickog momenta
Hy = [ px [, +Qx plim

[ 5xVydm+ [ 5 (@ x p Jim

B xVym—[ px (px Qim,

ili matri¢no
H, = . x Vyn ([ ppdm]p 6.30

Ako je ishodiste u srediStu mase,

ili matri¢no

H, = (— | ﬁﬁdm)o. 6.31
Matricu dimenzije 3x3 koja se pojavila u oba sluaja u maloj zagradi na desnoj strani
matri¢ne jednadzbe nazivamo "tenzor tromosti" i oznacavamo je sa I:

0O -z » |0 -z y
Iz—J-r)r)dm:J‘ z 0 —x|z 0 —-x|dm

-z x O0|-z x O
J.(y2 +Zz)dm —.[xydm —szdm
I= —_[xydm J.(z2 +x2)dm —J.yzdm
—jzxdm —jyzdm I(xz +y2)dm
ili
Ix _Ixy _sz
I=\-7, I, -1, 6.32
_[zx _Iyz [z

Clanovi tenzora tromosti imaju svoja imena. Po dijagonali to su aksijalni momenti tromosti:

I = J.(y2 + zz) dm moment tromosti za os x,
I, = J.(z2 +x° ) dm moment tromosti za 0s y,

I, = J(xz + yz) dm moment tromosti za os z.

z
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a Clanovi van dijagonale nazivaju se centrifugalni ili devijacijski momenti tromosti:
I, =J.yzdm I = szdm I, =jxydm

Uocimo vaznu znacajku centrifugalnih momenata tromosti. Ako je neka koordinatna ravnina
istodobno i ravnina simetrije, onda svakoj Cestici dm odgovara ista takva Cestica s druge
strane ravnine, koja ima jednu koordinatu istu, a drugu iste veliCine ali suprotnog predznaka,
te je ukupni integral po tijelu jednak nuli. Tako za slu¢aj da je ravnina Oxy ravnina simetrije,

n_n

centrifugalni momenti tromosti koji sadrze koordinatu "z" bit ¢e nula (/- = 1,.), jer se u
podintegralnoj funkciji nalazi "z" koje je pozitivho za pola tijela s jedne strane ravnine
simetrije, a negativno za drugu polovicu na drugoj strani ravnine simetrije. Ako koordinatne
osi imaju sva tri centrifugalna momenta tromosti jednaka nuli, takve osi nazivamo glavne osi
tromosti.
Iz zadnjih jednadzba prethodnog odjeljka vidimo da je kineticki moment letjelice za
srediSte mase C
H.=1.Q, 6.33
a za tocku letjelice O koja nije u srediStu mase:
H,=p.V,m+1,Q 6.34
Dalje ¢emo tenzor tromosti za bilo koju tocku oznacavati sa I, bez posebnih oznaka. Ako je

potrebno istaknuti da je tenzor tromosti za srediSte mase onda ga oznaavamo sa I.. Isto tako

i kineticki moment za bilo koju to¢ku bit ¢e H , a za srediste mase je H c-

6.2.4 Transformacija tenzora tromosti
Velicina kinetickog momenta za bilo koju tocku letjelice ne ovisi o izboru koordinatnog

sustava. Kako je ta veliCina invarijanta, vektor A ne mijenja svoj intenzitet, ni pravac, ni
smjer promjenom koordinatnog sustava. Neka koordinatni sustav glavnih osi tromosti "B"

ima ishodiste u sredistu mase. Tada su komponente kinetickog momenta:
T
B __ B_B B _B B_B
H" =\I'p” I ;q° I'r°|.

121,17 su momenti tromosti za glavne osi, a p”,q”,r”

X2 y»

su komponente kutne brzine
letjelice duz glavnih osi tromosti. Medutim, ¢esto ne znamo a priori glavne osi tromosti, veé
poc¢injemo s nekim pogodnim koordinatnim sustavom "D" s ishodiStem u srediS§tu mase
letjelice, za koji nam je poznat tenzor tromosti 1” . Za taj koordinatni sustav je

H” =1°Q”
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Aksijalni i centrifugalni momenti tromosti u tenzoru 1” odredeni su za koordinatni sustav
"D", a QP su komponente kutne brzine u tom istom koordinatnom sustavu. Kako su H® i H”
komponente istog vektora, onda je

H" =L, H®,
ili

1°Q° =L, 1°Q°,

odakle dobivamo temeljno pravilo za transformaciju tenzora tromosti zaokrenemo li
koordinatni sustav:

1" =L,,I°L,, 6.35
Znamo tenzor tromosti u koordinatnom sustavu "D" koji smo odabrali tako da lako odredimo
taj tenzor I°. Glavne osi tromosti kao i momenti tromosti za te osi (glavni momenti tromosti)
nisu poznati. Pokazat ¢emo da su glavni momenti tromosti korijeni karakteristicne jednadzbe
trecega reda

sJ-1°|=0

u kojoj je "s" skalar, a J jedini¢na matrica. Glavni momenti tromosti su vlastite vrijednosti
matrice I”. Podimo od identiteta

89 = I°| =[ Ly sTLy, — Ly I°Ly |

Ly (7 -1°)Ly,

Kako je determinanta produkta matrica jednaka produktu determinanata matrica, bit ¢e

9

ST —1°| = Ly [sT — 1%L,

te kako je determinanta matrice transformacije jednaka jedinici imamo konacno
ST —1°| =[sg 1"

. B - v .. . .. . . v
Tenzor tromosti I° ima samo Clanove na dijagonali, te razvijanjem desne strane jednadzbe

dobivamo

53 -1°|=(s =17 Ns 17N~ 17). 6.36
Za rotacijska tijela (os rotacije x) momenti tromosti za osi okomite na os rotacije su jednaki
(I L=1 ) pa se dobiva jedan dvostruki korijen.

Polozaj glavnih osi tromosti (koordinatni sustav B) odredit ¢emo u odnosu na izabrani

koordinatni sustav D pomoc¢u temeljne jednadzbe koju moZemo napisati u obliku

1°L,, =L,,1°.
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Matricu transformacije Lpg koju trebamo, izrazit ¢emo u obliku tri orta
L,, =2 b’ b?] 6.37
To su komponente ortova B na osi koordinatnog sustava D. Tako se jednadZzba

1L, =L ,,1” moZe napisati u obliku:

XZ bYZ bZZ 0 0 S3
koji mozemo rastaviti na tri jednadzbe
I’b, =b,s,
1’b, =b,s,
1’b, =b,s,
Na taj nacin se problem trazenja matrice transformacije Lga svodi na odredivanje triju vektora
iz jednadzba:
(1” —s,J)b, =0
(1” —5,9)b, =0 6.38
(1” —5,3)b, =0
U linearnoj algebri ta se tri orta b, ,b, 1 b, nazivaju karakteristi¢ni vektori matrice L, .

U prakticnom radu pojavljuje se potreba izraCunavanja tenzora tromosti I, za
koordinatni sustav Dy s ishodiStem u tocki 0 koji ima osi paralelne s osima koordinatnog
sustava D, Cije je ishodiSte u srediStu mase i za koji znamo tenzor tromosti I, . Obiljezimo sa r
komponente vektora polozaja Cestice d m u koordinatnom sustavu Dy , a sa p vektor poloZzaja
iste Cestice u koordinatnom sustavu D, (ishodiSte u sredistu mase). Tada je

r=r,+p
gdje je r. vektor polozaja srediSta mase u koordinatnom sustavu Dy. Tenzor tromosti za novi

koordinatni sustav Dy po definiciji je:

ili
1, =—[(® +P)NE +phim
= —[E¥.dm— [F.pdm — [pF.dm - [ppdm
= Em—F [pdm - ([pdmfE - [pdm

=-—rrm-r.pm-prm+l,
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p. = 0 zato Sto je ishodiste koordinatnog sustava D, u srediStu mase. Trazeni tenzor tromosti

za ishodiste 0 bit ¢e
I,=-r.rm+1,. 6.39
To je tzv. Steinerov teorem.

Tenzor tromosti nekog tijela slozenog geometrijskog oblika izra¢unavamo pomocu
Steinerovoga teorema i teorema o rotaciji tenzora tromosti. Prvo rastavimo tijelo sloZenog
geometrijskog oblika na dijelove jednostavnih geometrijskih oblika kojima znamo srediste
mase, glavne osi i tenzor tromosti za te osi. Za izracunato srediSte mase tijela i odabrani
koordinatni sustav u srediStu mase tijela, transliramo i rotiramo tenzore tromosti svakog dijela
u to srediSte mase tijela i za te odabrane osi tijela. Zbrajanjem tako transliranih i rotiranih
tenzora tromosti dijelova dobivamo tenzor tromosti tijela za odabrani koordinatni sustav u

srediStu mase tijela, te odredujemo glavne osi i tenzor tromosti tijela.

6.2.5Primjer

A priori za zrakoplovne konfiguracije znamo da su glavne osi u ravnini simetrije letjelice. U
srediStu mase letjelice postavljamo pravac osi x na primjer u pravcu pogonske sile, ili u
pravcu osi tijela letjelice, a os z okomito prema dolje u vertikalnoj ravnini. Za tako izabrane

osi izraCunamo tenzor tromosti koji ima oblik

70 1),
=0 12 0
I, 0 17
Zp
A &
B
Xp
xD<'m

Slika 6-2 Pogled u vrh osi y
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Zelimo odrediti glavne osi tromosti i momente za te osi. Kako je os y okomita na ravninu
simetrije, ona je ve¢ glavna os tromosti te je i moment tromosti oko te osi glavni moment
tromosti:
B _ yD

IY _IY
Glavne osi tromosti x, iz, okrenute su u ravnini simetrije za kut 8 oko osiy u odnosu na
usvojene osi x, 1z,,ato znaci da je

Ly =Ly ('9)

kao na slici 6-2. Da bismo odredili ovaj kut, moramo prvo naci glavne momente tromosti za

osi Iy il] iz jednadzbe

1” - sJ|=0,
ili
I?-s 0 10
0 IP-s 0 |=0,
1), 0 I)-s

$to daje jednadZbu
(12 =s)rp =s)u7 =s)= (12 ) (17 = 5)=0
(12 =s)a2 =s)-(2.) =0
(12w 1w 1212 - (15) =0,

odakle je

I 4P 2 +12Y
S12 = = 5 £ i\/{ X 5 Z} +(IZDX)2_I)€]ZD‘

. . . B . B , v
Time smo odredili glavne momente tromosti /, =s, 1 I, =s,, a kako smo ve¢ na pocetku

obrazlozili daje I} =1, odredili smo cijeli tenzor tromosti za glavne osi:

7 0 0
=10 I} 0
0o o0 I

1z jednadzbe da je
LDBIBLBD =1°

dobivamo jednadzbu po kutu rotacije osi:
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cosd 0 sind| I 0 0 |[cos$ 0 -sing 0 0 I
o0 1 oo 2 ol o 1 o |={0 2 o0
—sing 0 cosd| 0 O I;|sing 0 cosd I, 0 I}

Sto mnozenjem matrica daje:
I0cos’ +1.sin>3 0 (I;—Iﬁ)sinSCOSS 70 I
0 1} 0 =0 I) 0
(If—]ﬁ)sin&cosg 0 IVsin®9+1Scos*@| |12, O 17
Izjednac¢avanjem clana na lijevoj i desnoj strani dobivamo:
r=1?
I3 cos® 3+1)sin> =17
(I? —[?)SinQCOSS =10
I2sin®> $+17 cos’ 9=17
Zbrajanjem druge i Cetvrte jednadzbe dobivamo
Iy +1;=I)+1;,
a iz trece jednadzbe:

sin29

(12 17

D
:IZXJ

odredujemo kut 9 izmedu glavne osi tromosti x, iizabrane osi x,, .

6.3 Zakoni gibanja letjelice promjenjive mase
Trece poglavlje posvetili smo aerodinamickoj sili zrakoplova i aerodinamickom momentu.
Medutim, za razmatranje upravljanja i staticke stabilnosti potrebne su nam komponente

pogonske sile i pogonskog momenta. One se izu¢avaju u mehanici tijela promjenjive mase.

6.3.1 Sustav promjenjive mase X

Letjelice s propulzivnim i reaktivnim motorima ¢ine sustave promjenjive mase, jer pri
izgaranju troSe zrak koji ulazi u letjelicu i gorivo koje je u letjelici, a ispustaju plinovite
produkte izgaranja. Takve letjelice nazivamo sustav promjenjive mase. Na tim letjelicama
razlikujemo: tijelo letjelice stalne mase, gorivo (kruto, tekuce) promjenjive mase i plinove
izgaranja. U odnosu na tijelo letjelice, tekuce se gorivo i plinovi gibaju. Na takvu letjelicu
koja nije nepromjenjive mase ne mogu se a priori primijeniti temeljni zakoni klasi¢ne
mehanike. Zato je nuzno prouciti gibanje takvih tijela kako bi se postavili novi temeljni

zakoni koji su nam potrebni za proucavanje gibanja letjelica promjenjive mase.
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Pri izuCavanju gibanja letjelice, ukljucujemo sve materijalne Cestice (bez obzira na to
pripadaju 1i tijelu, tekué¢ini ili plinu) koje se nalaze unutar tzv. kontrolne povrsine
(oznacavamo je slovom F). Tu zatvorenu povrSinu ¢ine vanjska povrsina letjelice, povrsine
ulaznih presjeka usisnika i povrsine izlaznih presjeka motora. Usvajamo da se ta kontrolna
povrsina F ne deformira. U svakom trenutku materijalne ¢estice unutar te kontrolne povrSine
¢ine sustav promjenjive mase koji promatramo. Taj sustav oznacit ¢emo slovom X.

Pokazat ¢emo da se zakoni gibanja (zakoni o derivacijama koli¢ine gibanja i kinetickog
momenta) za tijela promjenjive mase mogu odrediti pomocu solidificiranih tijela na koje se
primjenjuju temeljni zakoni klasicne mehanike, pod uvjetom da se uz stvarne vanjske sile i
momente uvedu jos i dopunske sile i momenti koje nazivamo reaktivne sile i momenti.

U praksi koordinatni sustav postavljamo u srediSte mase letjelice, tako da on ima istu
kutnu brzinu kao kontrolna povrsina F. Kako je letjelica promjenjive mase, srediSte mase giba
se u odnosu na kontrolnu povrsinu, ali je relativna brzina srediSta mase nula, jer je ono uvijek
u ishodistu. Moguc¢ je i drugi pristup ako koordinatni sustav vezemo za kontrolnu povrsinu. U
tom slucaju srediSte mase ima relativnu brzinu. U oba sluc¢aju kutna brzina koordinatnog
sustava jednaka je kutnoj brzini kontrolne povrSine F. Gibanje sustava promjenjive mase

promatramo u odnosu na jedan od ta dva koordinatna sustava. To gibanje je relativno

gibanje. Neka je V. brzina u odnosu na izabrani relativni koordinatni sustav, bilo koje Cestice
dm unutar kontrolne povrsine. Za to relativno gibanje oznac¢imo sa Q. koli¢inu gibanja, a sa

H , kineti¢ki moment u odnosu na ishodiste relativnog koordinatnog sustava:

6.40

Pri tome se integracija izvodi unutar kontrolne povrSine F. Vektor p odreduje poloZaj
promatrane Cestice dm u odnosu na ishodiSte izabranoga relativnog koordinatnog sustava.
Gornjim jednadzbama za sustav X odredeni su za relativno gibanje, koli¢ina gibanja i

kineticki moment za ishodiste O.

6.3.2 Prividni sustav X"

Da bismo rijesili problem, uvedimo u razmatranje i sustav nepromjenjive mase X". Taj sustav
¢ine Cestice dm koje se u trenutku ¢ nalaze u kontrolnoj povrsini F. Neka taj sustav ¢ini N
Cestica. Nazvat ¢emo taj sustav prividni jer on ne postoji. U sljede¢em trenutku taj sustav

Cestica nije vise u kontrolnoj povrsini (neke Cestice su izasle iz F, a druge su usle u F) te se taj
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sustav X poklapa sa sustavom T samo u trenutku ¢ U trenutku t+dz sustav T je promijenio
masu ali je ostao u kontrolnoj povrsini F, a sustav X je ostao iste mase ali nije vise u
kontrolnoj povrsini F. Uog¢imo da sustav =" nije homogeno tijelo. On se sastoji od ¢estica koje
¢ine kruto tijelo, i od Cestica koje se gibaju unutar tog tijela, kao i one koje u trenutku ¢
prolaze kroz kontrolnu povrsinu F. Znaci da sustav X" ima &estice koje se gibaju u odnosu na
kontrolnu povrsinu F.
Za relativno gibanje sustava X° oznacit ¢emo sa Q:(t) i I:Ifo(t) koli¢inu gibanja i
kineticki moment
0= I V. dm
¥ 6.41
H = I pxV dm
=
Kako je prividni sustav =° konstantne mase, moZzemo s relativnom derivacijom po vremenu

pro¢i kroz znak integrala, te je za njega

%0, _ [a,dm

s 6.42
SHY, . '
—— = xa dm

” i[p :

6.3.3 O¢vrsnuti sustav S

Potrebno je uvesti jos jedan pojam. Ako u trenutku ¢ sustav svih materijalnih Cestica unutar
kontrolne povrsine F o¢vrsnemo, dobivamo kruto tijelo. To tijelo zovemo océvrsnuta letjelica
S (slovo S podsjeca na rije¢ solid). S fizicke strane treba uociti da u trenutku ¢ ocvrsnuta
letjelica, tj. sustav S ima istu masu i isto srediSte mase kao i sustav T ili X*, ali nema istu
koli¢inu gibanja ni kineticki moment jer smo o¢vrs¢ivanjem ponistili relativno gibanje Cestica
tekuc¢ina i plina u odnosu na tijelo. Medutim, na tu ocCvrsnutu letjelicu primjenjuju se svi
zakoni klasi¢ne mehanike. Sa O°(¢) isa I:I(f (¢) oznacit éemo koli¢inu (apsolutnog) gibanja i
kineticki moment sustava S

QSZJVdm 6.43
Floszj.ﬁxﬁdm. .

Kako je sustav S kruto tijelo, derivacijom po vremenu dobivamo:
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dgs =J.ﬁdm
dgltg Z%J‘ﬁxﬁdmzj(ﬁF xﬁ)x(ﬁo+ﬁp xlb)dm+J.[)><Ezdm
ili
do®
ar " 6.44
dsltg :J'(QF XIB)XI;Odm"'J.,bXadm:(QF xﬁc)x70m+.|.f)xc7dm

Uocimo da za sustav S ne postoji relativna koli¢ina gibanja niti relativni kineticki moment,
bez obzira na to vezuje li se relativni koordinatni sustav za kontrolnu povrsinu F ili za srediSte
mase, jer niti jedna tocka ocCvrsnute letjelice, pa ni srediSte mase, nema relativnu brzinu u

odnosu na kontrolnu povrsinu F.

6.3.4Veze izmedu sustava X i X*

U trenutku ¢ sustavi £ i X" po definiciji su isti :

0,()=0:(r)
H,o(t)=H},(t),

ali ve¢ u sljedecem trenutku ¢ + d¢ ta se dva sustava razlikuju (jer su neke Cestice izasle a

6.45

druge usle kroz kontrolnu povrsinu), te zato derivacije ovih veli¢ina nisu jednake.

Odredimo veze izmedu derivacija tih veli¢ina. Potrazit ¢emo razliku izmedu tih veli¢ina
za sustave ¥ i X° u vremenskom intervalu Az. Za promatraca koji se nalazi u relativnom
koordinatnom sustavu kroz kontrolnu povrSinu F u vremenu A¢
W ulaze Cestice s koli¢Ginom gibanja AQ, i kinetickim momentom AH,, u odnosu na

ishodiste,
W izlaze Cestice s koli¢inom gibanja AQ, i kinetickim momentom AH,, u odnosu na
ishodiste.
Prema tome, poslije vremena At bit ¢e
O.(t+A4t)=0!(t + At)+ AQ,, — A0,
H, (t+At)=H; (¢t + At)+ AH,,, — AH,,, .
Ako se od tih jednadzbi oduzmu jednadzbe 3.58, zatim razlika podijeli sa At, te pusti At da

tezi k prema nuli, dobivaju se relativne derivacije (derivacije u relativnom koordinatnom

sustavu) :
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%0, 3. _;
dt dt ' 6.46
é‘I{Or 51:1(; _
dr a7
gdje je
7 13 AQri _AQru
k, =lim === 6.47
At—0
~ 7, —AH,
_1: Ori Oru
hy, = lim === 6.48
At—>0

Velicine lg,, i EO,, su koli¢ina relativnog gibanja i kineticki moment tog relativnog gibanja
Cestica koje prolaze kroz kontrolnu povrsinu F u jedinici vremena (koliko je izaslo umanjeno

za onoliko koliko je uslo). Vektori lgr i EO,, zavise od brzine gibanja Cestica u odnosu na

izabrani koordinatni sustav. Ako Zelimo da k P! EO » predstavljaju razliku protoka i momenta

protoka kroz kontrolnu povrSinu F (protok prema van umanjen za protok prema unutra),

trebamo relativni koordinatni sustav vezati za kontrolnu povrsinu F.

6.3.5Nacelo o€vrséivanja
U odjeljku 6.4 postavili smo temeljne zakone gibanja tijela kao sustava Cestica ¢ija je ukupna
masa konstantna, a sve Cestice sustava pripadaju tijelu. Sve jednadzbe koje smo izveli u tom
odjeljku izravno se mogu primijeniti na o&vrsnutu letjelicu, tj. na sustav S. Sustav X" koji
ima ukupnu masu konstantnu mozemo razmatrati na slican nacin, ali moramo uzeti u obzir da
osim cestica tijela (kojih ima najvise), postoje i Cestice koje se gibaju u odnosu na tijelo
letjelice (npr. Cestice tekucina ili Cestice plinova). Zbog toga Sto se neke Cestice gibaju u
odnosu na tijelo, giba se i srediSte mase sustava X i X" u donosu na tijelo.

Na temelju definicije sustava £, £* i S, uo¢imo da sva ta tri sustava imaju u trenutku
“t” iste masene karakteristike, da sustavi £ i X* imaju istu koli¢inu gibanja i isti kineticki
moment, ali ne i njihove derivacije po vremenu.

Relativni koordinatni sustav postavljamo na dva nacina. Njegovo ishodiSte vezujemo za
fiksnu toCku kontrolne povrSine ili za srediSte mase sustava, a kutna brzina relativnog
koordinatnog sustava je kutna brzina kontrolne povrsine.

U oba je slu¢aja jednadzba relativnog gibanja bilo koje &estice sustava X ili T

d,dm=dR + gdm + dF, + dF, + dF, .
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Prije zbrajanja za sve Cestice sustava X ili ° pridruZimo ovoj jednadzbi i njen produkt s

relativnim vektorom polozaja. Tako dobivamo dvije jednadzbe:
Iﬁrdm:1§+§m+_fdﬁu +J.d17"+jdﬁk
j?x&rdmzﬂo +I7x§dm+j?xdﬁ’u +Ifxdﬁ’p +I7xdﬁ’k .
Svi su integrali uzeti po sustavu X ili 7. Integral na lijevoj strani prve jednadzbe j&, dm je

relativna derivacija relativne koli¢ine gibanja sustava X", a integral je na lijevoj strani druge

jednadibe.[ p xd.dm relativna derivacija po vremenu relativnog kinetickog momenta za

ishodiste istoga prividnog sustava X" . Temeljem nacela akcije i reakcije bit ¢e
[dF, =0
j pxdF, =0.
Prijenosno gibanje sustava X ili £* je gibanje sustava S te je
[dF, =[-a,dm=[-adm=—d.m
> 5

J'dlj"k :‘[—2.(72F xV.dm=-20, x 170 .
z

Isto tako je:

Iﬁ dF Iﬁ xd,dm =Jﬁ x adm

z z S

[ pxdr, ==2[ px(@, x 7 Jim

z
Tako dobivamo jednadzbe :
80, . = =
FZR-Fgm_acm_zQFXVCrm
%wwﬁcxgm—fﬁxﬁpdm—zfﬁx(@xﬁ-)d"%

a zatim pomod¢u veza izmedu derivacija sustava X i X" dobivamo :

B . . do. .
acm=R+gm—k, ——— 20, xV,m,

jﬁxdpdmz]\;IOJrﬁc xgm—ﬁo,,—%—ZJ.ﬁx(sz xV)dm.

Za o¢vrsnutu letjelicu, prema jednadzbi 6.49 bit ¢e

- dQ

a.m=
dt
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Prijenosno ubrzanje @, je istodobno ubrzanje a te iste materijalne Cestice u ofvrsnutom
sustavu S, jer smo taj sustav definirali tako da se zaustavi relativno gibanje. Na temelju te
¢injenice bit ¢e
. L A, - .\ -
_[pxapdmszxadmz——(QF ch)
p s de

u kojoj je \70 brzina ishodista. Kada se ovaj integral uvrsti u drugu gornju jednadzbu

dobivamo
o° 5 . - d0, s =
=R+ -k ——=-2Q %V
& gm—K, a r XV M
—»S i
d{d—]to :(QFXﬁu)xﬁom‘i‘Mo+ﬁCX§m_h0,._%_2J.ﬁX(QFXﬁr)jm

Na desnoj strani u prvoj jednadzbi, osim stvarnih vanjskih sila, pojavljuje se i jedna dopunska
sila koju nazivamo pogonska sila F I

Fyo=—i _%_z@ <V m. 6.50

Isto tako u drugoj se jednadzbi, osim stvarnih vanjskih momenata, pojavljuje i jedan dopunski

koji nazivamo pogonski moment :

M(f:—f;Or—gflIto" —ZIﬁx(éF ><I7r)dm. 6.51
Prvi ¢lan na desnoj strani posljedica je ishodiSta izvan srediSta mase. Ako je ishodiste
relativnog koordinatnog sustava postavljeno u srediStu mase o¢vrsnute letjelice (sustava S),
onda je p. =0 pa taj ¢lan ne postoji. Isto tako nece postojati ni moment sile Zemljane teze za
ishodiste (tre¢i ¢lan na desnoj strani).

Uvrstimo li izraz za reaktivnu silu i reaktivni moment u jednadzbe za derivaciju

koli¢ine gibanja i kinetickog momenta o¢vrsnute letjelice, dobivamo:

AS
do =R+ gm+F, 6.52
dt
(7S
dZO = (@, xp.)xVym+ M, + pp x gm+ MF 6.53

Ako smo koordinatni sustav vezali za kontrolnu povrsinu, onda u ovoj jednadzbi imamo

vektore k. i h,, koji ovise o protoku kroz kontrolnu povriinu, ali je tada obi¢no V.., #0, a

relativna derivacija relativne koli¢ine gibanja i relativnog kinetickog momenta jesu derivacije
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koli¢ine gibanja i kinetickog momenta cestica koje se gibaju u odnosu na tijelo letjelice, dok
je tijelo letjelice nepomicno.

Suprotno tomu, ako smo koordinatni sustav vezali za srediite mase, onda su &, i A,
relativne derivacije relativne koli¢ine gibanja 1 relativnog kinetickog momenta, kroz
kontrolnu povrs§inu, koje su razlicite od k sl th ~» ali najviSe se razlikuju relativne derivacije
relativnog gibanja i kinetickog momenta jer sve Cestice tijela imaju relativnu brzinu u odnosu

na srediSte mase, no tada je VCr =01 p, =0.U tom se slu¢aju druga vektorska jednadzba

gibanja znatno pojednostavnjuje:

=M. +Mf. 6.54

6.4 Pogonska sila i moment mlaznog motora

Na letjelicu primijenit ¢emo teoriju tijela promjenjive mase. Vanjska povrSina letjelice, na

kojoj se nalaze ulazne povrSine usisnika S, 1 izlazne povrSine mlaznica motora §,, ¢ine
kontrolnu povrSinu. Promatrajmo slucaj letjelice s jednim motorom. Neka je x,y,z,
koordinatni sustav motora. Njegova ravnina x,y, neka je paralelna sa xy ravninom simetrije

zrakoplova, a os x, je ispod osi x zrakoplova za kut a,. Ulazna povrS§ina S, okomita je na

brzinu ulaza V, , a izlazna povrSina S, okomita na os x motora, duz koje je izlazna brzina V, .

6.4.1 Napadni kut i kut klizanja motora
Za analizu pogonske sile 1 pogonskog momenta potrebni su kutovi ¢, 1 B, dolazece struje u

odnosu na koordinatni sustav motora x,y,z,, .
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Slika 6-3

Oni su jednaki kutovima aerodinamicke brzine umanjeni za savijanje ¢, i skretanje o, struje
ispred elise ili usisnika, a kut ¢, umanjen je jo$ za kut zakretanja motora «, :

a,=a—¢&,—a;
B,=p-o,

Koliko je to savijanje ¢, u ravnini simetrije i skretanje o, okomito na ravninu simetrije,

6.55

mnogo ovisi o konfiguraciji zrakoplova. Ako je to zrakoplov koji ima pogon na prednjem

dijelu trupa, onda nema ni savijanja ni skretanja zracne struje (&, = o, =0). Obrnuto ako su
motori postavljeni na krilu, savijanje ispred krila ¢, ne treba zanemariti. Uzimamo da su

savijanje i1 skretanje proporcionalni kutovima struje:

oe,
g, = 5 a
¢ 6.56
oo,
o, =—F
op
Uz tu pretpostavku dobivamo kutove dolazece struje:
£
a,=a—¢&,—ar :(1——“j —a;
oo
6.57
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Slika 6-4.

Na slici 6-4 prikazan je dijagram koji omogucuje procjenu gradijenta savijanja struje
paralelno ravnini simetrije letjelice, za razne vitkosti krila 4 u ovisnosti o udaljenosti koja je,
izrazena u tetivama od tocke na prvoj Cetvrtini tetive. Bocno savijanje struje je malo. Osim
toga, bo¢no savijanje struje na lijevoj strani suprotno je od savijanja na desnoj strani u odnosu
na ravninu simetrije letjelice, te se efekti poniStavaju. Zato obicno zanemarujemo bocno

savijanje struje i uzimamo da je B, = /.

6.4.2 Komponente pogonske sile

Prema teoriji mehanike tijela promjenljive mase iz odjeljka 6.3 pogonska sila motora je

r

Fp =k, - 9220, <), 6.58
gdie je

7 AQ}’i - AQm
=lim———— .
At

r

6.59

Ove jednadZbe su opée. Primijenit ¢emo ih na pogon zrakoplova koji ima jedan ili viSe parova
simetri¢no rasporedenih mlaznih motora. Pretpostavljamo da je istjecanje plinova duz x,
koja's x osom letjelice ¢ini kut &, u ravni ni paralelnoj s ravninom simetrije letjelice.

Ako je rad motora stacionaran, onda je derivacija kolicine relativnog gibanja ukupne
mase plinova koji se nalaze u motoru od ulaza do izlaza jednaka nuli:

4.0, _,
dt
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Relativna brzina promjene polozaja sredista mase letjelice (VC )r mala je pa je zanemarujemo:

(VC )r =0

U tom slucaju koji nas zanima bit ¢e jednadzba pogonske sile:

F, = lim 22— 200 A:AQ” 6.60
At—0
Kroz dio kontrolne povrSine §,, tijekom vremena A¢ ulazi masa (VuAtS’u pu). Ta
masa je uvijek pozitivna pa treba uzeti apsolutnu vrijednost ovog skalarnog produkta.
Relativna koli¢ina gibanja zraka bit ¢e AQ,, =V, |V, AtS, p,

U istom vremenu Ar kroz izlaznu povr§inu S, motora izlazi masa V.AtS.p. koja je
takoder uvijek pozitivna, pa treba i tu uzeti apsolutnu vrijednost. Koli¢ina gibanja produkta
izgaranja bit ¢e AQ“. = 17', (IZAt S’l. p,), gdje je p, specificna masa produkta izgaranja na

izlazu iz motora. U tim uvjetima limesi u jednadzbi pogonske sile lako se nalaze:

s AQ _AQ Vu Vu'Su puAt I7z|I7/Sz|plAl
F,=lim—"—"=" —lim —lim——
At At At
At—0
paje
ﬁp :I;:u I7u'S:u|ll)u_Vi|l7i'5;i|pi‘ 661

Relativna brzina zraka na usisniku 7, jednaka je po veli€ini i smjeru aerodinamickoj brzini V,

ali je u suprotnom smjeru. Neka su «, 1 B, napadni kut i kut klizanja ulazne brzine I7u u
odnosu na koordinatni sustav x,y,z, . Intenzitet ulazne brzine pretpostavit ¢emo da je jednak
aerodinamickoj brzini. Tada su komponente ulazne brzine u koordinatnom sustavu pogona
X,V ,Z,"

V? =[-Vcosf,cosa, —VsinB, —Vcosp,sing,], 6.62
gdje su, kao s§to smo to vidjeli u prethodnom odjeljku, kutovi o, i S, odredeni jednadzbama
(6.57). Kako su ti kutovi uvijek mali,

ve=[-v -vB, -Va,|. 6.63

Vektor §u je okomit na osi x, i usmjeren prema van. Zato je

s’ =[s, 0 o]. 6.64
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S tim vrijednostima u koordinatnom sustavu x,y,z, nalazimo skalarni produkt:

V.S,

=|vr-87|=7s, 6.65
Brzina istjecanja produkta izgaranja ¥, ima intenzitet U u pravcu osi mlaznice motora
(okomito na izlaznu povrsinu), te je
vr=[-U 0 of, 6.66
jer je smjer istjecanja suprotan smjeru osi x, . Isto tako vektor izlazne povrSine 5,- je u pravcu
osi x,, ali suprotnog smjera S/ = [— S. 0 O]T . Tako je skalarni produkt:
7.-S,|=|vrst|=Us, 6.67
S tim skalarnim produktima bit ¢e vektorska jednadZba pogonske sile:

va = _Vu (VSM )ID I71 (USl )pl > 668

ili njen matri¢ni oblik
FP :Vup(VSupu)_Vip(USipi) * 669

Komponente pogonske sile u koordinatnom sustavu pogona x,y,z, lako nalazimo jer su nam

sve velicine poznate:

v -V -U
F = =VB\VS,p,)=| 0 |(USp). 6.70
Fy —Va, 0

Uvedimo oznake:

2
i’”’ j;i"p" 6.71
= uPu
Uz te oznake bit ¢e komponente pogonske sile duz osi pogonske grupe:
F!=F,-F,
FY =-F,p, 6.72
F; =-F P

Komponenta duz ose motora F, predstavlja pogonsku silu motora. Ona se obi¢no oznacava
saT.

T=US,p,-V’S,p,. 6.73
Pored te aksijalne sile pojavljuju se i dvije bo¢ne komponente u ravnini okomitoj na ulaz u

motor koje su proporcionalne ulaznim kutovima
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Fy =-F, uﬂu
! 8 6.74
F}=~-F «a

pu"u

6.4.3 Komponente pogonskog momenta
HvatiSta bo¢nih komponenata F, S, 1 F, «, uzimamo u srediStu ulaza
r,=[(,-¢, v, z], 6.75
a hvatiSte aksijalne sile odredujemo kao hvatiste rezultate od dviju komponenata aksijalne
sile:

U’S.p, s hvatistem u sredistu izlaza v, =[(¢, —¢,) y, z][ i

VS p, s hvatistem u sredi§tu ulaza r,, =[¢, ¢, vy, z,] .

Slika 6-5

pa su koordinate hvatista pogonske komponente 7'

(£ _£ ):(fm_fi).Uzsipi_(Em_Eu).VZSupu
t Us,p, -V, p,
2 2
yp:yi‘UzSipi_yuz.V Supu 676
U Sipi _V Supu
7 = Z; 'UzSipi —Z 'VZSupu
! UzSipi _VZSuIOu .

Vektor polozaja hvatista aksijalne sile oznacavamo sa:

r,=lt, -, v, zI. 6.77
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Uz te oznake bit ¢e komponente momenta pogonske sile

T 0
M =T Ly 0|+% Ly -F,B, | 6.78
0 -F,a,

Velika je razlika u intenzitetu aksijalne komponente 7' i bo¢nih komponenata S F 1 a F

u- pu u” pu?
te njih mozemo smatrati malim veli¢inama u odnosu na aksijalnu komponentu. Postavni kut
motora «, obi¢no je isto mali kut, pa je opravdano izjednaciti bo¢ne komponente u

koordinatnom sustavu motora i letjelice.

0 0
LFP _Fpuﬂu ~ _Fpuﬂu
_Fpuau _Fpuau
pa gornja jednadzba 6.78 ima oblik:
T 0
M{ =% Ly 0|+%,|-F,p, 6.79
0 -F,a,

Kako je Ly, =L, (a,) bit ée komponente pogonskog momenta u koordinatnom sustavu

letjelice:
L 0 -z, v, cosa, 0 —sina, ||T
M= z, o —(,-): o 1 0o ||of+
F .
N -y, (fm —fp) 0 sina;, 0 cosa, 0 6.20
0 -2z, Y 0
+ oz, 0 —(6,~L)||-F.B
_yu (fm _fu) 0 _Fpuau
Mnozenjem dobivamo:
Lr ystinaT —qupuau +zquuﬂu
M |= szcosaT—(fm—fp)TsinaT + (¢,-0,)F,a, | 6.81
NF _ypTcosaT _(Em_fu)Fpuﬂu

U ovim jednadzbama treba uociti nekoliko €injenica.
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e  Prvo, botne komponente pogonske sile S, F,, 1 «,F,, znatno su manje od aksijalne

u- pu
komponente pogonske sile 7', pa su i momenti koje one stvaraju isto tako znatno manji
od momenata aksijalne sile.

J Drugo, ako postoji jedan srediSnji motor, onda je za njega y, =y, =0. Komponente

pogonskog momenta u tom sluc¢aju imaju oblik:

LF O Zquuﬂu
M"|=|z,Tcosa, —(¢, —¢,)Tsina, |+| (¢, —¢,)F,a, |. 6.82
NF 0 _(gm_zu)Fpuﬂu

. Trece, u slucaju vise motora, uvijek se za par motora clanovi koji sadrze y, i y, skrate,

jer je za jedan motor pozitivno, a za drugi negativno. To znaci da je gornja jednadzba

upotrebljiva za veci broj motora, samo Sto se ¢lanovi trebaju onoliko puta zbrojiti koliko

ima motora.
. Cetvrto, ako je u paru otkazao jedan motor, onda je komponenta oko osi z
N"=-y Tcosa, (¢, —(,)F,B, 6.83
. Peto, pogonski moment propinjanja M "
M" =z Tcosa, —(ﬂm —fp)TsinaT +(¢,-t,)F,a, 6.84

linearna je funkcija po napadnom kutu, jer je prema jednadzbi 6.55

( 6£uj
auza—gu—aTzl—a a—-ao;,
o

paje
M =M; +M}a 6.85
gdje su:
M =z,Tcosa, —(fm —ﬁp)TsinaT —(ﬁm —fu)FpuaT
de, 6.86
- 605)

M :(fm—w,m[l

6.4.4Raspoloziva sila mlaznog motora
Aksijalna komponenta 7" duz osi motora moZe se mijenjati otklonom o,. Za najvecu

vrijednost tog otklona imamo maksimalnu ili raspoloZivu pogonsku silu 7,. Da ne bi doslo
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do zabune u oznakama oznacit ¢emo raspolozivu pogonsku silu sa F, a temperaturu zraka sa
T. Ta raspoloziva sila mlaznog motora F ovisi o karakteristikama zraka. Prema Cohenu [17],

sila mlaznog motora ovisi o tlaku p i temperaturi 7 preko bezdimenzijskih veli¢ina: odnosa

tlaka na visini i tlaka pri zemlji ﬁ, odnosa temperature pri zemlji 1 na visini ?01 0

Po

Machovu broju, kao i o kutnoj brzini motora @ :

F=L7 a)w/i,Ma
Do T

O tim parametrima takoder ovisi i potroSnja goriva (masa goriva potroSena u jedinici

FC= ﬁ\/zfz(w\/z,m]
P\ T, T

Prema tome i potro$nja goriva mijenjat ¢e se obzirom na visinu. U standardnoj atmosferi na

vremena)

odredenoj visini mozemo je predstaviti kao funkciju Machova broja. Proizvodac obicno daje

tu ovisnost u obliku dijagrama kao na slici 8-4.

0.9

0 km

0.8

0.7

— | 3 km

FIF,
o
[«)]

0.5

0.4

03 9 kny

11 km

0.2
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Ma

Slika 6-6

Takav dijagram treba aproksimirati nekim funkcijama koje su uskladene u intervalima
uporabe motora. Jedna od mogucih je eksponencijalna funkcija po Machovom broju
£ =A-Ma™

0
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u kojoj je F, sila mlaznog motora na razini mora u stati¢kim uvjetima, a konstante 4 i n ovise
o visini. Moguce je krivulju F (Ma) za odredenu visinu dijagram aproksimirati polinom
F=a,Ma"+a, Ma"" +--+a,Ma+a,

s tim da red polinoma n ne bude veéi od 4. U tom slucaju koeficijenti polinoma ovise o

visini.

6.5 Pogonska silai moment elisnog motora

6.5.1 Komponenta pogonske sile u ravnini diska elise

I u slucaju elise postoji sila u ravnini diska elise, koja je proporcionalna kutu izmedu dolazeée

zracne struje i osi rotacije elise. Eksperimentalno je utvrdeno da je taj koeficijent

proporcionalnosti
V2 OC y prade
F,, = p2 N,S, %f(T), 6.87
125 /
dCNB\ade /
do
.100
/
2 ) /
075 /

%
L

0 1 2 3 4 5
\4

J=—

nD

Slika 6-7 Krivulja 1 za obi¢ne elise, krivulja 2 za Siroke elise tipa turbomlazni

gdje su:

S, povrsina diska elise,

N, broj plostica u elisi,

OC \ blage . . ) . Vo :
™ gradijent plostice elise prema dijagramu na slici 6-7, a korak J = il n broj



Dinamika letjelica 6-35

okretaja elise u sekundi, a D promjer diska elise.
f (T ) funkcija pogonske sile elise prema dijagramu na slici 6-8, na kome je

bezdimenzijski

Aerodinamicka brzina na ulazu u disk elise ima napadni kut «, i kut klizanja £,. Medutim i
osa elisnog motora moze biti pod kutom «, u odnosu na os letjelice, a moze postojati i
povijanje stuje ispred elise (npr. u slucaju potisne elise) pa je u tom slucaju napadni kut
a,=a-¢&,—o;. 6.88
Oba ta kuta stvaraju sile okomite na os rotacije elise, tj. u ravnini diska ¢ije su komponente

duz koordinatnog sustava pogona:

Fy, = _deﬂp
F, =—Fpaap

2.00

175 /,

1.25 /

f(T)

1.00 //
75
-5 0 5 1.0 152 0 2.5
T
pV’D?
Slika 6-8

Prema tome, komponente pogonske sile u slucaju elisnog motora duz osi tromosti zrakoplova

jesu :
L,(a)[r -F B, -F,al, 6.89

Uocimo da je to potpuno isti oblik jednadzba kao i kod mlaznog motora. Razlika je $to je kod

mlaznog motora F,, = V'S, p,,aovdjeje F ' 0dredeno gornjom jednadzbom
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6.5.2 Komponente momenta pogonske sile elise
Te komponente pogonske sile stvaraju momente oko srediSta mase. Neka su, kao na slici 6-9,
a
I:E m l » Yo Zp ]
koordinate srediSta diska elise u koordinatnom sustavu letjelice, gdje je ¢, udaljenost diska

elise od vrha letjelice, a 7, udaljenost srediSta mase isto od vrha letjelice.

Slika 6-9. Bocne sile elise

Komponente pogonske sile u koordinatnom sustavu letjelice dobivamo poslije transformacije

zbog zaokrenutog koordinatnog sustava pogona za kut

T 0
Mg :FrpLFP 0 +FruLFP _Fpaﬂp .
0 ~ e,

Kao i u sluCaju mlaznih motora bo¢ne komponente B, F, 1 «, F, male su sile u odnosu na

aksijalnu komponentu 7, te njih smatramo malim veli¢inama u odnosu na 7. Postavni kut

motora ¢, isto je mala veli¢ina, pa zanemarujuci male veli¢ine drugog reda bit ce:

T 0
M{ =T Ly|0|+%,|-F, B, | 6.90
0 -F,a,

odakle je
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L y,Tsina; -y, F.a,+z,F, _f
M"|=|z,Tcosa, —(¢, —¢,)Tsina, |+| (¢, -¢,)F,a, 6.91
N —y,Tcosa, —(Em—ﬁp)Fpaﬂp

Kao i u slu¢aju mlaznog motora i ovdje ima nekoliko vaznih napomena:

. Ako postoji samo jedna srediSnja elisa, onda je y, =0, pa nestaju Clanovi sa y ,, a ako
Je viSe elisa, onda treba zbrojiti komponente svih elisa. Tada ¢e se ¢lanovi sa y, skratiti

jer elisi s desne strane odgovara ista s lijeve strane:

LFzzprU,Bp
M =z,Tcosa, —(Em —fp)(TsinaT —Fpaap) 6.92

F
NF=—(t,~0,)F,. B, .
. U slucaju otkaza jednog motora komponenta momenta N vrlo je snazna:
NF =—y Tcosa, (¢, ~¢,)F,. B, 6.93

. Moment propinjanja je linearna funkcija napadnog kuta

M =M +M.a, 6.94
gdje je
M =z,Tcosa; —(ﬁm —€p)(TsinaT +Fp0aT)
de 6.95
F u
M :(ﬁm—ﬁp)Fpg[l— aaj'

jerje  a,=a-¢,—a;.

6.5.3 Primjer

Za mali putnic¢ki zrakoplov iz odjeljka 5 odrediti normalnu komponentu i moment propinjanja
pogonske sile, ako je a, =4.5°

Za korak elise

V 45

=—= =0.60
nD 40-1.88

gradijent ploscice elise je

C’N blade

=0.030
oa

a za bezdimenzijsku pogonsku silu koja je jednaka otporu zrakoplova
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. T 18,(Co+KC}) 15.1-(0.0231+0.104-0.694°)
T === : = ; =0.231
pViD? 2 D 2-1.88

S tim vrijednostima je gradijent normalne sile

F S, ac :
DI _ N, b N bl f(T*):2w-0.030-1.2o3:0.0132
q.S o S, Oa 15.1

Ispred elise nema savijanja struje (@, =a—a;) te je s ovim gradijentom normalna

komponenta pogonske sile:

F _«a F
Ll =27 (g—a,)=-0.0132-(¢—0.078)=0.00103-0.0132 -«
9. Srqf' 9 Sief

Moment propinjanja od elise prema jednadzbi 6.92 bit ce:

—Ep)(TsinaT -F o )

po’p

M" =z Tcosa, —(E

m

Os motora prolazi kroz srediSte mase te je z, =0, pa ¢e komponenta propinjanja pogonskog

momenta biti:

M =—(€m —fp)[TsinaT —Fpg(a—aT)].

ili
N F
M :( m p) _(CDO_{_K.Cz).SinaT-{— i (a—aT)
9S4 €4 oret
F
M :£1'719—0}[—(0.0231+0.104-0.6942)-0.078+0.0132-(a—0.078)]
QwSrech 1698

=0.0132-a—0.0068



