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13 DINAMICKA STABILNOST UZDUZNOG GIBANJA

13.1 Modovi uzduznog gibanja

Sustav linearnih jednadzbi zrakoplova moze se rastaviti na dva podsustava koji se rjeSavaju

neovisno. Prvi podsustav ¢ine Cetiri jednadzbe gibanja s Cetiri varijable: Au, Aa, A0 1 Aq. To

su: prva i tre¢a jednadzba gibanja srediSta mase, druga jednadzba gibanja oko srediSta mase i

druga jednadzba veza izmedu kutnih brzina i derivacija kutova.

Za zrakoplove s elisnim pogonom to su jednadzbe:
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Gibanje opisano ovim jednadzbama nazivamo uzduzno gibanje. U njima se ne pojavljuju
varijable skretanja (Aﬂ, Ar) niti varijable valjanja (A¢, Ap). Mali poremecaj kuta valjanja
A¢ ne mijenja nista u ovim jednadzbama, §to drugim rijeCima znaci da malo valjanje letjelice
ne utjece na uzduzno gibanje. Gornje jednadzbe uzduZnog gibanje moZemo napisati kao
linearni sustav diferencijalnih jednadzbi
AX = A AX + B Je, 13.2
u kome je vektor stanja
AX=[M Aa Aq A9],

a vektor upravljanja svodi se na skalar de =45, . Matrica A sustava je:
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Podsjetimo se da smo ove jednadzbe dobili za pretpostavljeno stacionarno pravocrtno
referentno gibanje, $to znaci da su matrice A i B konstantne.

Interesira nas kako se zrakoplov ponaSa kada se u stacionarnom pravocrtnom letu
promijenimo otklon kormila visine. Trazit ¢emo odgovor letjelice na tri tipa promjene

otklona:
e jedini¢ni impuls otklona
e jedini¢ni odskok otklona i

e harmonijski otklon

13.2 Odgovor letjelice na odskok otklona u vremenskom podrucju

Rjesenje linearnog sustava diferencijalnih jednadzbi s konstantnim koeficijentima
AX = A AX + B de 13.5
poznato je. Ono je zbroj homogenog i partikularnog integrala:

AX = AX, +AX, 13.6

13.2.1 Homogeno rjesenje

Homogeni integrali AX, rjeSenjr je homogenog sustava tj. kada nema pobude Ae=0:
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AX,-AAX, =0 13.7
Trazimo rjeSenje AX, u obliku eksponencijalne funkcije
Auh est
Aa ’
AX, =" =] ¢ 13.8
e
e

Ag,
AS,

isto za svaku komponentu. U tom sluéaju je AX, =sAX, . Ako takvo rjeenje postoji onda
ono mora zadovoljavati diferencijalnu jednadzbu. Zamjenom u gornju jednadzbu dobivamo
(A-sJ)AX, =0 13.9
Ovo je sustav od cCetiri linearne jednadzbe u kojima su Cetiri nepoznanice:
AX, =[Au, Aa, Aq, A9,]
S obzirom na to §to nemamo slobodne ¢lanove na desnoj strani, determinanta sustava
D(s)= |A —sJ|

mora biti jednaka nuli, jer bismo u protivnom imali trivijalno rjeSenje AX, =0:
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Kad se razvije ta determinanta matrice A, dobiva se tzv. karakteristicni polinom Cetvrtog

reda:
D(s)=s*+as’ +bs* +cs+d=0 13.11
Taj karakteristi¢ni polinom ima 4 korijena s,,s,,s;1s5, koje u MATLABu dobivamo

pomocu naredbi

p = poly(A)
s = root(p)

Tim korijenima odgovaraju Cetiri moguca rjeSenja e, e™, e™ i e . Zato $to svaka varijabla

ima opce rjesSenje u obliku linearne kombinacije tih Cetiri moguéih rjesenja, dobivamo:
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Au, =C, e +C e +C e +C, e
Ada, =C " +C e +C e +C, e
Aq, = ques’t + que”’ + Cq3esf' + Cq4es4'
A8, =Cye +Cye™ +Cyie™ +Cy e

To mozemo napisati matri¢no:

Au,, Co Con Cs Cyle™
da,, Cu Con Cupy Cpyfe™
A4q, qu qu Cq3 Cq4 e™
43, Coq Cy Cy Cyyfe™

Uvedimo Cetverodimenzionalne konstante uz moguca rjeSenja:

Au, e’
Aa Syt

"| = [Cl Cz C3 C4] 6“
4q,, e’
A8, e’

ili
AX, =) Ce” 13.12

Konstante C,, C,, C,, C, imaju Cetiri dimenzije, koliko ima dimenzija i vektor stanja AX.
U op¢em sluc¢aju korijeni s,,s,,5,15, mogu biti realni (pozitivni 1/ili negativni) i
kompleksni korijeni. A priori jednadzbe uzduznog gibanja zrakoplova imaju Cetiri
kompleksna korijena. Budu¢i da su koeficijenti karakteristicnog polinoma realni brojevi,
kompleksni korijeni moraju biti konjugirani. Zna¢i da imamo dva para konjugiranih
kompleksnih korijena. Te konjugirane korijene piSemo u obliku
-0, twi 13.13

gde je i=1,2. Opce rjeSenje svake varijable moZemo napisati u obliku guSene
trigonometrijske funkcije. Na primjer za poremecaj Au, , koje mora biti realno, moZemo op¢i
oblik transformirati kako slijedi:

Au, =C,, el 4 Czlje('fsl_m1 oy C,, elomvion)r 4 C4ue('52'i“’2)’

=e (Cluei“’" +C, e )+ e ! (C3ue"“’2' + C4ue’i”2’)
Au, =e [Clu (cos ®,t+isin a)lt)+ C,, (cosa)ll —isin a)lt)]+
+e'[C,, (coswyt +isinm,t)+ C,, (cosm,t —isinw,t)]

ili
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Au, = e [(Clu +C,
Y [(C3u +C,, )cosa)zt + i(C3u -C,, )Sin a)zt]

Jeosayt+i(C,, —C,, )sine,t]+
Promatrajmo prvi ¢lan na desnoj strani
e'[(C,, +C,, )eosm,t +i(C,, — C,, )sinmt]
Da bi on bio realan, mora biti C,, + C,, realan broj C', a C,, —C,, mora biti imaginaran broj
iC". S obzirom na jednakost
e (C'sinw, t+ C"cosm, t)= e Ay, sin(w,t +¢,),

gdje su

0 = arctané ,
moze se poremecaj uzduzne brzine staviti u oblik:
Au=e™" 4, sin(w,t + @, )+ e 4y, sin(w,t + @, ) 13.14
Tako se mogu napisati i poremecaji Aa, Aq, A9. Prema tome homogeno rjeSenje, za svaku
komponentu poremecaja, je zbroj dva guSena harmonijska moda. Realni dio konjugirano
kompleksnih korijena — 6, mora biti negativan, tj. 6, >0 da bi mod bio guSen. To ¢, naziva

se koeficijent guSenja (dumping coefficient). Imaginarni dio o, =77[ predstavlja kruznu

1

. . 1 L
ucestalost. 7, je perioda tog moda, a T = f, je ucestalost moda.

Osim ovih parametara 6, 1 @, upotrebljavaju se 1 od njih izvedeni parametri.

Vrjemenska konstanta predstavlja recipro¢nu vrijednost konstante gusenja

r=—, 13.15
5

a to znaci kada je vrijeme gibanja ¢ jednako vremenskoj konstanti, amplituda se smanjila e
puta. Sa 7,, oznaCava se vrijeme za koje se amplituda moda prepolovi. To vrijeme dobivamo
iz jednadzbe

e—&'l/z _ l

2 9

odakle je

7, :1“72. 13.16
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U slucaju ne guSenog moda koristi se vrijeme 7, za koje se amplituda moda udvostruci:

e’ =2
- 13.17
_5

Kona¢no za ocjenu moda upotrebljava se parametar gusenje. Da bismo objasnili taj
parametar, zamislimo sustav koji ima korijene jednog moda s,, = -6 +iw . Karakteristicna
jednadzba tog sustava je

s? —(s1 +s2)-s+s1s2 =0,
ili

s> +25-s+(52 +a)2)=0.
Ako uvedemo novu varijablu o = S/ \N6? +@” , dobit éemo novu jednadzbu:

02+2L0+1=0

VO + o’
Tu jednadZbu moZemo napisati u opem obliku
o’ +2lc+1=0
u kojoj imamo samo jedan parametar koji se naziva gusenje moda.

f-—9% 13.18

o+’
Veli¢ina

@ =8> +w? 13.19

n

naziva se prirodna ucestalost 1ikoristi se za ocjenu kvalitete upravljivosti objekta.

13.2.2 Partikularni integral
Partikularni integrali se mogu naci na temelju pretpostavke da ih trazimo u obliku konstanta.
Ako su oni konstantni, onda je AX ,=0,paje
0=AAX, +BJe
AX,=-A"'B-Ae.
Uvest ¢emo pojam aerodinamicko pojacanje:
K=-A"B 13.20

To je matrica koja ima onoliko redaka koliko ima varijabli vektor stanja, a onoliko stupaca

koliko ima dimenzija vektor upravljanja. S tom veli¢inom je partikularni integral :
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AX, =K-AS, 13.21

Taj partikularni integral vektor stanja je konstantan vektor i predstavljanja razliku od

pocetnog ravnoteznog stanja do novog ravnoteznog stanja.

13.2.3 Opce rjeSenje

Konacno rjeSenje je zbroj homogenog i partikularnog integrala. Svaka varijabla stanja (ima ih
Cetiri) ima dva moda sa po dvije konstante. RjeSenje nehomogenog sustava diferencijalnih

jednadzbi uzduznog gibanja je :

Au 751tA Sin( t+¢ 1) tAuZ Sln(a) t+¢“2) Ku
Aa _ e A4, sin(wt+ @, )+e ™A, sin(ot+¢,,) " K, AS , 1322
Aq || e dysinlo g, )+ e Ay sin(or ) || K,
AS €_§ltA31 Sin(a)1t + Qg )+ e 62[Al92 SlIl(CO I+ ¢‘92) K

gdje su A4, amplitude moda i =1,2 poremecaja x =Au, Aa,Aq 1 AY, a ¢, njihovi fazni
pomaci. Konstanta 4, ima 4-2 =8 i isto toliko faznih pomaka. Ukupno to je 16 konstanti.

Opce rjesenje mozemo napisati i u obliku koji nam je pogodniji za usporedbu s

Laplaceovom analizom:

Au Cul Cu2 CL¢3 Cu4 eSIt K
Ao C C C C 5t K
— al a2 a3 a4 e 3 + a Aém
Ag qu qu Cq3 Cq4 e” K
A8 Coy Cy Cy Cye™ K,
Krace napisano to je:
4
AX =)' C.e" +K45,, 13.23
i=1
u kome su
Cul Cu2 Cu3 Cu4
C C C C
[(j1 C2 (:3 C4]: al a2 a3 a4
Cfll CqZ Cq3 Cq4

C91 C92 C93 C84
Ukupno imamo Sesnaest konstanta. VeliCine tih konstanti najlakSe ¢emo odrediti, kao i druga

svojstva uzduznog gibanja, pomocu Laplaceove transformacije.
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13.2.4 Primjer

Za laki mali putnicki zrakoplov treba odrediti korijene uzduznog gibanja zrakoplova i
aerodinamicko pojacanje kada leti horizontalno na visini 2000 m u rezimu za maksimalni
dolet koji smo odredili u primjeru 8.1.7, primjer 2.

V=53

C, =0.499
Aerodinamicki proracun tog zrakoplova uraden je u petom poglavlju, gdje smo dobili
koeficijente normalne sile i momenta propinjanja u stacionarnom rezimu kada ¢ =¢=0. Ti

su rezultati ovisili o postavim kutovima krila i repa, kao i o polozaju srediSta mase. Za

postavne kutove i, =1° i i, =—1° te za srediSte mase na udaljenosti ¢, =0.233m od

ravnine elise ili %, =0.137 od aerodinamickog ishodista dobili smo koeficijente:

Cy=0247+4.72a+0.216-K 6,

C, =-0.001-0.835¢ -0.577-K ;6
Na kraju aerodinamic¢kog proracuna malog zrakoplova u poglavlju 3.9.7 uraden je i proracun
nestacionarnih koeficijenata za isti polozaj srediSta mase }Tm =0.137:

Cc,, =-0.52 C, =-126

C,.=-134 C,,=-325

Masene karakteristike zrakoplova su:

m =1088. kg I, =1693 kg -m’

Rjesenje
Ako zrakoplov leti horizontalno onda je $=y+a=a, jer je y=0, a motor je tako
postavljen da je u tom rezimu leta pogonska sila u pravcu brzine leta. To znaci da je u
referentnom letu (vidi primjer 8.1.7.2) potreban koeficijent uzgona C, =0.499, a brzina leta
V =53.1m/s.

Iz gornjih jednadzba za aerodinamicke koeficijente normalne sile i momenta
propinjanja, vidimo da su gradijenti po napadnom kutu:

c,, =—472

C,,=-0835

U ravnoteznom letu je C,, =0, a za Zeljeni koeficijent uzgona gornje jednadzbe daju nam

ravnotezni napadni kut i kut otklona za koji se on ostvaruje:
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0.499 =0.247+4.72«,,, +0.216-K ,0,
0=-0.001-0.835«,,, —0.577-K ;&
Dobivamo trazeni ravnotezni napadni kut

a,, =0.0573=3.3°
koji se ostvaruje s otklonom kormila visine &, =—0.0846 = —4.8°. Taj otklon je u linearnom
podrucju te je K, =1. Pretpostavimo da je postavni kut motora «, =«,,, = 3.3°, onda je u

referentnom rezimu ¢’ =, =3.3°. Pogonska sila jednaka je otporu. Prema odjeljku 5.2.6
Cp, =0.0259, a otpor pri ravnoteznom napadnom kutu bit ¢e
C,=2-C,, =2-0.0259=0.0518

1.007-53.1°

2
T:ﬂS C) :#15.09-0.0518:1110N

2

Da bismo odredili potrebne derivative aerodinamickih koeficijenata u koordinatnom sustavu
letjelice, kao npr. C,,, Kkorist ¢emo se vezama izmedu aerodinamickih koeficijenata koje
smo izveli u odjeljku 2.1.3. U ovom slu¢aju nema bocnog gibanja pa su veze izmedu
aerodinamickih koeficijenata u uzduznom gibanju:

C,=—C,+C,x
U referentnom rezimu je

C =-C) +Ca’ =-0.0518+0.499-0.0573 = —0.0232
Ovisnost aksijalne sile o napadnom kutu moze se dobiti na sljedec¢i nacin:
C,=—C,+C,x

=-C,,-KC; +C,a

Derivacijom po napadnom kutu dobivamo:
C), =-2KC,C,), +C}+a’C),
Za izabranom referenti let dobivamo:
CY, =-2-0.104-0.499-4.73+0.499 +0.0573-4.73 = 0.279

Napravljen je program u MATLAB-u pod imenom ABROOT.m koji se nalazi na CDu u

direktoriju Dinamicka\ stabilnost\uzduzna. S njim su dobivene matrice:

-0.0364 54945 0 -9.7937 0
_|—00069 -17435 09790 —-0.0106 | —0.0796
0.0067 -16.0762 -3.1353 0.0098 | -12.3407

0 0 1 0 0
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Korijeni su karakteristicnog polinoma matrice A :

s, =—2.4469+3.9067i
s, =—2.4469—-3.9067i
s, =-0.0108+0.2376i
s, =—0.0108-0.2376i

Prema ovim rezultatima odredene su periode :

2r 27

L kratka perioda I, =—= =1.61s,
o, 3.9067

. duga perioda T, = m_ 2w 264 s
w, 0.2376

13.3 Prijenosne funkcije (open loop transfer function)

Izvedimo Laplaceovu transformaciju lineariziranih jednadzbi:

d?—tx = AAX+B4S,,(¢) 13.24

Tom transformacijom dobivamo (pod uvjetom da su pocetni poremecaji vektora stanja
jednaki nuli, §to je zadovoljeno):

sAX(s)= A AX(s)+ B 45, (s),

odakle je
(sJ—A)-AX(s)=B- 45, (s), 13.25
ili
AX(s) _ (sJ-A)'B. 13.26
AS

Odnos Laplaceove transformacije vektora stanja poremecaja prema Laplaceovoj
transformaciji otklona kormila visine nazivamo prijenosna funkcija po otklonu kormila

visine. Taj vektor ima Cetiri dimenzije
G, (5)=[Gs G.. G, Gl
Ako gornju jednadzbu 13.25 napiSemo u obliku
(A-sJ)-G, =-B, 13.27
dobivamo linearni sustav algebarskih jednadzbi po prijenosnim funkcijama. RjeSenje toga

sustava algebarskih jednadzbi daje nam Cetiri komponente vektora prijenosne funkcije :
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r
Gy, =[G, Gus G Gl =

N(s) N,(s) N,(s) Ng(s)}zN(s)

D(s) D(s) Dls) D(s)]| Dls)
D je determinanta |A -sJ | , 4. karakteristicni polinom matrice A, a polinomi
N(s)= [N (s) N,(s) N . (s) N, (s)]T determinante su koje dobivamo kada u determinanti
|A -sJ | zamijenimo stupac uz varijablu sa stupcem matrice -B. Kako u stupcu koji
zamjenjujemo ima s, a u stupcu koji ga zamjenjuje -B nema s, nove determinante N(s) bit ¢e
polinomi po s za jedan stupanj nizi od polinoma D(s) .
Pomocu prijenosne funkcije mozemo Laplaceovu transformaciju poremecaja prikazati
kao produkt prijenosne funkcije i Laplaceove transformacije otklona kormila visine:
AX(s)=Gy (s)-A3,,(s) 13.28
Primjerice poremecaj napadnog kuta bit ce:
Aa(s) =G4 (s) 490, (s) .
Isto tako bit ¢e Laplaceova transformacija poremecaja svake druge varijable jednaka produktu

njene prijenosne funkcije i Laplaceove transformacije otklona kormila visine.

13.4 Odgovor na jedini€ni impuls (impulsive admittance)

Promatrajmo posebni slucaj otklona. Ako u trenutku =0 zadamo otklon 46, (t) koji ima

jedini¢ni impuls, nije vazno kakva je to funkcija od vremena, samo je potrebno da

At
[46,(t)-a=1,

0
s tim da 4¢ bude malo u odnosu na periodu kratkoperiodicnog moda (matematicki je tocnije
re¢i da ovaj integral tezi k jedinici kada A¢ tezi k nuli). Laplaceova transformacija jedini¢nog

impulsa jednaka je jedinici

pa je Laplaceova transformacija izlaza
AX(s)=G; (s)-A8,(s)=G, (s) 13.29
jednaka prijenosnoj funkciji. Kada na ulazu imamo jedini¢ni impuls otklona kormila visine,
izlaze veliCine u realnom vremenu [Au(t) Aa(t)  Aq(t) A&(t)]T oznac¢imo sa
h()=[n,(0) h,() 5, K]

Ti izlazi bit ¢e jednaki inverznim Laplaceovim transformacijama od prijenosnih funkcija
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h(r)=2"[G, ()], 13.30
a ta inverzna transformacija moze se dobiti primjenom Heavisideova teorema razvoja.
Imaju¢inaumudaje G (s)= % , dobit ¢emo
Nis Nis
o s ety e ey oy cern
N Ns)

13.31
Ovu jednadzbu mozemo napisati u obliku:

h(t)=C,e" +C,e™ +C,e™ +C,e™

rimjerice vektor konstanta uz e’ ima komponente
P ktor konstanta C, " ima k t

_ Nu(sl)
€= (Sl _SZ)(SI _(S3))(Sl _54)
N (s,
Cor = (Sl _52)(51 253))(51 _54)
N, s,
€= (S1 _SZ)(SI _33)(S1 _S4)
Cy, = N, (s,)

(Sl _SZ)(SI _53)(31 _S4)

Tako mozemo dobiti poremecaje svih varijabli stanja uzduznog gibanja za slucaj kada

zadamo jedini¢ni impulsni otklon kormila visine.

13.4.1 Primjer

Treba izraCunati i nacrtati za zrakoplov iz prethodnog primjera odgovor u uzduznom gibanju
na jedini¢ni impuls otklona kormila visine.

Zadatak je rijeSen u MATLABu. Napravljen je program pod imenom /Impuls.m", koji se
nalazi na CD-u u direktoriju "Dinamicka stabilnost\Uzduzna. Primijenili smo ga na
matrice A 1 B koje smo izracunali u prethodnom promjeru za mali zrakoplov. Iz dobivenih
rezultata na slikama 13-1, 13-2, 13-3 i 13-4 vidimo da su za poremecaje gibanja srediSta mase

Au i Ay = A9 - Aa dominantni dugoperiodi¢ni modovi, dok su za gibanje oko srediSta mase

Aa dominantni kratkoperiodi¢ni modovi.
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Uzduzno gibanje, du na jedinicni impuls 1 [rad®s]
40 T T T T T T T T T

10 20 30 40 50 60 70 &80 90 100
t[s]

Slika 13-1 Au(t) kao odgovor na jedini¢ni impuls kormila visine

Uzduzno gibanje, odgovor na jedinicni impuls 1 [rad*s]
1.6 T T T T T T

1.4} - : : : ; o

0.8 : j \ : : -

041 — ; : : 1

i 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
ts]

Slika 13-2 Aa(t) kao odgovor na jediniéni impuls kormila visine
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Uzduzno gibanje, odgovor na jedinicni impuls 1 [rad®s]
. | ! ! ' ! !

14 ! :

12
10+ =
sk i
ra; 6 - - -
3 H : H : H
{© i : i : ;
2
4 : i i i | i i i |

0 10 20 30 40 50 60 70 &80 90 100
t[s]

Slika 13-3 Aq(t) kao odgovor na jedini¢ni impuls kormila visine

Uzduzno gibanje, odgovor na jedinicni impuls 1 [rad®s]
1 l 1 ! ! ! I

hteta [rad]

0 10 20 30 40 50 60 70 &80 90 100
t[s]

Slika 13-4 AS(I) kao odgovor na jedini¢ni impuls kormila visine
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13.5 Odgovor na jedini€éni odskok (indicial admittance)

Ako je u realnom vremenu otklon kormila visine jedini¢ni odskok

0 t<0
46, = , 13.32
1 t>0

onda je njegova Laplaceova transformacija ulaza
1
A5, (s)=—. 13.33
S

Izlaz iz linearnog sustava:
AX(s)=G, (5)-46,(s)

Kako je prijenosna funkcija poremecaja po otklonu kormila visine

G, (s)= N(S), 13.34

bit ¢e izlaz u realnom vremenu za poremeca;:

AX(¢)=L" {M} 13.35

s-D(s)
KE D(s) je polinom petog reda koji ima cetiri korijena karakteristi¢ne jednadzbe i peti korijen
jednak nuli: s,,s,,s,,5,i5,=0, a N(s)= [Nu(s) N, (s) Nq(s) Ng(s)]T su poznati

polinomi tre¢ega reda. Primjenom Heavisideova teorema bit ¢e

AX = N(Sl) i N(Sz) T
(51_52)(51_53)(5'1_5'4)51 (32_53)(5'2_34)52(32_51) 13.36
+ N(S3) 653t+ N(S4) eS4t+ N(O)
(Sz _34)33(33 ! )(Sz _Sz) (S4 =S )(S4 =8 )(S4 _S3)S4 S1828384

Usporedimo ovo rjeSenje s onim koje smo dobili kao zbroj homogenog i partikularnog
rjesenja kada je otklon kormila visine na jedini¢ni odskok
4
AX=)'C.e"+K 13.37
i=1

Izjednac¢avanjem ova dva rjeSenja dobivamo

_ N(Sl)
€= 31(31 _Sz)(s1 _33)(31 34)
C,= N(Sz)
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_ N(Ss)
= S3(S3 _Sl)(s3 -5 )(S3 S4) 1338
N(S4)
C.= S4(S4 _Sl)(s4 _Sz)(s4 S3)
o NO)

13.5.1 Primjer

Treba odrediti izlaz poremecaja varijabli stanja uzduznog gibanja ako je ulaz jedinicna
odskocna funkcija otklona kormila visine za laki zrakoplov kao iz prethodnog primjera.
Program je napisan u MATLAB-u pod imenom Odskok.m, a nalazi se na disketi u
direktoriju "Dinamicka stabilnost\Uzduzna ". Isti rezultati mogu se dobiti u MATLAB-u
pomocu rutine LSIM. To je sistemski program koji obavlja numeri¢ku integraciju
diferencijalnih jednadzbi X = AX + Be. Program koji poziva tu rutinu naziva se Odsk.m.
Nalazi se takoder na CD-u u istom direktoriju. Dobiveni dijagrami nacrtani su na slikama 13-

5, 13-6, 13-71 13-8.

Uzduzno gibanje, jedinicni odskok = 1 stup.s
6 T T T T T T T T T

du [m{s]

i i i i i | i i i i
0 10 20 30 40 50 60 70 80 00 100
ts]

Slika 13-5 Au(t) na jedini¢ni odskok kormila visine
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Uzduzno gibanje jedinicni odskok = 1 stup.s
01 | 1 T I 1 I

dalfa [stup]
&S 5 & &
) S ] )
T | T
1 1 1 1

.
=}
@
1

0.9 | i i i | | i i i
0 10 20 30 40 50 60 70 &80 90 100

Slika 13-6 Aca(t) na jedini¢ni odskok kormila visine

Uzduzno gibanje jediniéni odskok = 1 stup
0.015

0.005

dq [rad/s]

-0.015

-0.025

-0.035 | i i i | | i i i
v} 10 20 30 40 50 60 70 &0 90 100
t[s]

Slika 13-7 Ag(t) na jediniéni odskok kormila visine
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Uzduzno gibanje jdinieni odskok = 1 stup.s
T

dteta [stup]

'
ha

i i i
20 30 40 50

t[s]

60

i
70 &80 90 100

Slika 13-8 A&(¢) na jedini¢ni odskok kormila visine

Prvo uo¢imo da su poslije nekoliko dugih perioda poremecaji Au,

Aa i AS
konstantni i razli¢iti od nule, dok je poreme¢aj Ag =0. To znaci da je letjelica presla u drugi

ravnotezni let. Ta konstantna vrijednost na primjer za Aa predstavlja razliku izmedu

prvobitnog ravnoteznog leta i ovog drugog u kojem se nalazi poslije smirivanja.

13.6 Odgovor na harmonijsku pobudu

Posebno je zanimljiv odgovor letjelice ako je ulaz sinusna funkcija zato §to se proizvoljan

funkcija razlicite ucestalosti i amplitude.

otklon u funkciji vremena moze uvijek spektralnom analizom prikazati kao zbroj sinusnih

Promatramo odgovor letjelice na sinusnu promjenu otklona kormila visine konstantne

ucCestalosti 1 jedini¢ne amplitude. Pri tome ne promatramo pocetak gibanja letjelice vec

ustaljeno uzduzno gibanje, jer je pocetni dio optereCen prijelaznim procesom koji se bolje

izu¢ava odskoénim ulazom. Pretpostavljamo da je uzduzno gibanje stabilno, tj. da su realni
dijelovi korijena negativni.

Neka je ulaz
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A5, (t)=e"" 13.39

A5, (s)=——, 13.40
s—iw
pa je odgovor letjelice
AX(s)= G(f) . 13.41
s—iw

Potrazimo odgovor u realnom vremenu, tj. inverznu transformaciju ovog odgovora letjelice.

Kako je G(s)= NGs) bit ¢e

D(s)
AX(7)= L“&L} : 13.42

§—1 a)) D(s)
Polinom (s — iw)D(s) petoga je reda i ima &etiri korijena s,, s,, s,, 5, ista kao i karakteristi¢ni
polinom D(s) 1 jo§ jedan korijen koji je imaginaran s, =i® . Zato primjenom Heavisideova

teorema razvoja dobivamo:

_ N(Sl) e 4 N(Sz) o 4
AX(t)_ (31 =5 )(31 53 )((Sl)_ S4 )(31 la)) (Sz 51)(32 =53 )((Sz)_s4)(sz lw)
N(s; w oy Nis, o 4
" (53 Sl)(s3 _Sz)(sa — Sy )(Ss la))e (S4 _Sl)(s4 P )(54 Rk )(S4 _ia))
N N(ia)) ol

(i0—sio—s,)(io—s,)lio-s,)
13.43

Kako smo uvjetovali da se radi o stabilnoj letjelici, realni dijelovi korijena s,,s,, 55,5,

moraju biti negativni pa prva Cetiri ¢lana na desnoj strani iSCezavaju poslije odredenog
vremena pa na desnoj strani ostaje samo peti ¢lan koji predstavlja ustaljeni izlaz, dok prva
cetiri predstavljaju prijelazni proces koji nas ovdje ne zanima.
Nliw ;
- - ( - ) , e’ 13.44
(i0—s io-s,)io-s)(io-s,)

Kompleksna amplituda moze se prikazati u obliku trigonometrijskog broja. Npr. za napadni

AX(t)=

kut bit ée
Aa(t)= K(w)e" ") 13.45
gdje je
N, (iw)

(iw—s Yio—s, Niw—s, Nio—s,) K(@)e™.
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To znaci da je ustaljeni izlaz pri harmonijskoj pobudi takoder harmonijska funkcija, ali koja
ima amplitudu ovisnu o veliini periode pobude, a periodicnost ima vremenski pomak

unaprijed za kut ¢ koji je takoder funkcija od veli¢ine periode pobude.

13.6.1 Primjer

Za slucaj malog zrakoplova iz prethodnih primjera treba usporediti pojacanje na odskocni
otklon s pojacanjem na sinusni otklon kormila visine. Napravljen je program u MATLAB-u
pod pod imenom Odziv.m, u direktoriju Dinamicka stabilnost\Uzduzna na disketi. Kao

Sto se moglo ocekivati, pri malim uéestalostima pojacanje je jednako pojac¢anju na odskok.

Uzduzno gibanje, sinusni otklon kormila visine
50 T T T T 1

45
40

35

w
o

pojaganje
[
o

20

15

10

1 i i 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 07
omega [rad/s]

Slika 13-9 Pojacanje ovisno o @ otklona kormila visine

Nakon toga dostize maksimalnu vrijednost pri @ koja odgovara imaginarnom dijelu manjega
korijena, tj. ucestalosti dugoperiodi¢cnog moda. To je rezonanca. Pri tim ucestalostima
pojacanje je suviSe veliko i opasno. Uo¢imo da se ona pojavljuje u okolini ucestalosti
dugoperiodi¢nog moda. U okolini ucestalosti kratkoperiodi¢nog moda analiza pokazuje da

nema nikakve rezonance.
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Uzduzno gibanje, sinusni otklon kormila visine

SO e ........
-40

D S SN |

PO I S [ —

Fazni pomak [stup]

\ f i
=] () e e flnn e and b r ...... TS e R e

-120 \‘\ i ||

AN B [ ________ _______________________________

-160 ! 1 i i L
0 0.1 02 0.3 0.4 0.5 06 07
omega [rad/s]

Slika 13-10 Fazni pomak ovisno o @ otklona kormila visine

13.7 Ocjena kvalitete neposrednog upravljanja uzduznim gibanjem

Vlastite vrijednosti matrice A (korijeni karakteristicne jednadzbe) jedna su od objektivnih
ocjena kvalitete zrakoplova. Ta se ocjena provodi na osnovi veli¢ina koje ovise o korijenima
karakteristicne jednadZzbe. Letovi se svrstavaju u tri kategorije: A, B i C, a u svakoj kategoriji
letova zrakoplovi se svrstavaju u tri klase. Klase su odredene uvjetima koji se postavljaju
korijenim akarakteristicne jednadzbe, a ti uvjeti ovise o kategoriji leta

U kategoriju A spadaju letovi tijekom kojih se izvode brzi manevri i Cije putanje
moraju biti vrlo precizne, kao na primjer borbeni zrakoplovi koji ciljaju za vrijeme leta, ili
letjelice koje tijekom leta moraju pratiti konfiguraciju Zemljista itd.

U kategoriju B uvrStavaju se letovi tijekom kojih nema zahtjeva za velikim
manevarskim sposobnostima niti za velikom tocnosti putanja, ali ti zahtjevi mogu biti
postavljeni u blazoj formi, kao npr. za sluc¢aj zrakoplova koji opskrbljuje gorivom u letu druge

zrakoplove, zatim letovi za vrijeme penjanja i spuStanja te letovi pri odbacivanju praznih

spremnika goriva itd.
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U trecu kategoriju C spadaju letovi tijekom kojih nema velikih manevarskih zahtjeva,
ali se zahtijevaju precizne putanje da bi zrakoplov mogao do¢i u neku odredenu putanju, kao
Sto su zrakoplovi koji se pune gorivom u letu, bombardiranja, polijetanje i slijetanje itd.

Dugoperiodi¢nim modovima se ocjenjuje klasa zrakoplova prema parametru gusenje

¢ 1ili prema vremenu 7, za sve kategorije letova.

Prva klasa zrakoplova ima gusenje ¢ >0.04
Druga klasa zrakoplova ima >0
Treca klasa zrakoplova moze biti s negusenim modom ako je 7, >55s.

Kratkoperiodi¢nih modova ocjenjuju se parametrom gusenja koji ima tri klase ovisno

o kategoriji leta prema tablici 13-1. Ako je guSenje malo, onda zrakoplov moze imati vrlo
neugodna njihanja, a ako je guSenje jako, tada zrakoplov moze biti trom (lijen). To znaci da

imamo i gornju i donju granicu gusenja kratkoperiodi¢nih modova.

Tablica 13-1

¢ zakratko periodi¢ne modove
Klasa Kategorija A1 C Kategorija B
od do od do
I 0.35 1.30 0.30 2.00
II 0.25 2.00 0.20 2.00
I 0.15 - 0.15 -

Tablica 13-2

a)Z

n

n

a

Kateg. A B C

Klasa od do od do od do
I 0.28 3.6 | 0.085 | 3.6 0.16 3.6
I 0.16 10.0 | 0.038 | 10.0 | 0.096 | 10.0
I 0.16 - 0.038 - 0.096 -

Isto tako propisuju se prema tablici 13-2 granice za odnos prirodne frekvencije
o, =8> +w" kratkoperiodi¢nih modova prema gradijentu normalnog opterecenja po

napadnom kutu
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n = %szsrqf'CLa
“ w

13.7.1 Primjer

Provedimo ocjenjivanje malog zrakoplova iz prethodnih primjera prema ovim kriterijima.
Za dugoperiodi¢no gibanje faktor gusenja je pri najvecoj masi
o B 0.0108
V5 +0*  ~/0.0108> +0.237

s = =0.046..

Ova vrijednost odgovara za prvu klasu zrakoplova jer je ¢ > 0.040.

Gusenje dugoperiodicne moda,uviet za | klasu
0.046 | | | P

004t

zeta [1/s]

0.038 ; p

/

0.034 | | | L 1
500 600 700 800 900 1000 1100

masa [kg]

Slika 13-11

Medutim mali zrakoplov moZe imati razne vrijdnosti mase tijekom leta. Zato smo napravili
program Dugoperiodicni.m koji se nalazi u direktoriju Dinamicka stabilnost\uzduzna, s
kojim kontroliramo ovaj uvjet od maksimalne do minimalne mase. Taj program crta krivulju

¢ (m), a na slici 13-11 nacrtana je i vrijednost ¢ . od koje mora biti vece ¢ bez obzira na

min

masu m. S kruzicem "o" oznacena je tocka s najve¢em masom za koju smo izrac¢unali guSanje.

S dijagrama vidimo da uvjet za prvu klasu nije zadovoljen kad je masa manja od 730 kg.
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Parametar guSenja kratkoperiodi¢nog gibanja za najve¢u masu ima vrijednost
o 2.45

- —0.53
Vo2 +w® 245 +3912

¢ =

Prema kriteriju za kratkoperiodi¢no gibanje za letove grupe A treba biti

035<d <13

Taj uvjet zrakoplov ispunjava kada ima najveéu masu. Pogledajmo pomocu programa
Kratkoperiodicni.m da 1i zrakoplov zadovoljava taj uvjet kada masa opada zbog potrsnje

goriva ili zbog manjeg tereta. Program crta krivulju & (m) za kratkoperiodi¢ni mod i kao Sto

se vidi sa slike 13-12 uvjet je bolje zadovoljen kad je masa manja od maksimalne.

Gusenje kratkoriodicnog moda,uvjet za | klasu
0.7 T r T T T

0.651 : .
06} B - .

0.55 - : - T —— .

zeta [1/s]
o
n

0.45

0.4

035+

03 i 1 | 1
500 600 700 800 800 1000 1100

masa [ka]
Slika 13-12

Konacno proverimo i uvjet za kratkoperiodicne modove

2

028<2 <36
n

a

Za maksimalnu masu bit ¢e

w =0 +a° =~2.447% +3.907> =4.61.

n, = $AV7S,yCra _ 1-1.0066-53.1°-15.06-472
W 1088-9,81
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Trazeni parametar ima vrijednost

w, 461

= =225
n, 945

Prema kriteriju za kratkoperiodi¢ne modove, mali zrakoplov s maksimalnom masom, spada u
prvu klasu za letove A grupe. Pomocu programa Uvjetim pogledajmo da li pri manjim
masama zrakoplov ispunjava ovaj uvjet za kratkoperiodi¢ne modove. Rezultat toga programa

je slika 13-13 .

Uvijet prirodne ucestalosti za | klasu

4 T T 1 I 1 T
e ¢ ; ¢ T
3 i
25} .
v i i R
E oL : .__._F._F..__,__——.f.’f.’.. -~ i
] : e
o b T
15F ki ..’.’..__r__d—f".‘f’.'. s e
1
0 1 1 i 1 | 1
26 28 3 3.2 34 36 38 4

omega [rad/s]

Slika 13-13

Vidimo da zrakoplov za sve vrijednosti mase od maksimalne do minimalne ispunajva uvjet za

kratkoperiodi¢ne modove.
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