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D savojna krutost
B suma duljinskih deformacija
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Ry g1 oo vrijednosti u smjeru osi z koje odreduju polozaj k-tog sloja
N, M vektori sila i momenata u kompozitu
Npy Ny, Ny oo rezultantne sile u kompozitu
My, My, My - oo rezultantni momenti u kompozitu
NEME oo vektor sila odnosno momenata uslijed promjene temperature
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Qe reducirana matrica elasti¢nosti
Q ... reducirana matrica elasti¢nosti u globalnom koordinatnom sustavu
Qoo reducirana matrica elasti¢nosti k-tog sloja
S smi¢na ¢vrstoca
P 7 dopustena kutna deformacija
Siii Siikls S o tenzor podatljivosti
S reducirana matrica podatljivosti u globalnom koordinatnom sustavu
o o e matrica transformacija za naprezanja
e matrica transformacija za deformacije
wo (2, Y), 00(T, ) oo pomaci srednje povrsine viseslojnog kompozita
Ui WV gustoca energije deformiranja
X X vla¢na ¢vrstoca u pravcu vlakna
X X . tlacna ¢vrstoca u pravcu vlakna
Xt dopustena vla¢na deformacija u pravcu vlakna
X dopustena tlacna deformacija u pravcu vlakna
Yo ¥ o vla¢na ¢vrstoca u ravnini sloja okomito na pravac vlakna
Yo Y . tla¢na ¢vrstoc¢a u ravnini sloja okomito na pravac vlakna
Yet oo dopustena vlatna deformacija okomito na pravcu vlakna
Yee oo dopustena tla¢na deformacija okomito na pravcu vlakna
QUf ottt e koeficijent linearnog toplinskog istezanja u pravcu osi %

Bi ...koeficijent linearnog toplinskog istezanja u pravcu osi ¢ uslijed promjene sadrzaja

S Kroneckerova delta
AT promjena temperature u °C ili K
AM promjena sadrzaja vlage u %
3 5 tenzor deformacija



T vektor deformacija u glavnom materijalnom sustavu (1,2, 3)

gl 52, fygy ......................... deformacije srednje povrsine viseslojnog kompozita
Bk et e e e e vektor deformacija u k-tom sloju
e slobodna toplinska deformacija u pravcu osi ¢
B vektor mehanickih deformacija
€ e vektor ukupnih deformacija
B vektor toplinskih deformacija
€ slobodna deformacija u pravcu osi ¢ (zbog promjene sadrzaja vlage)
T vektor ukupnih deformacija u globalnom k.s.
5’{{}6‘ .................................... vektor toplinskih deformacija u globalnom k.s.
srx‘ .................................. vektor deformacija uslijed vlage u globalnom k.s.
T zakrivljenost srednje povrsine
R Laméove konstante za izotropni materijal
T Poissonov koeficijent _%
O35 00550 e e e e tenzor Cauchyevih naprezanja
o T vektor naprezanja u globalnom koordinatnom sustavu (x,y, 2)
Tif wevvmmmmee e vektor naprezanja u glavnom materijalnom sustavu (1,2, 3)
O e ettt e vektor naprezanja u k-tom sloju
(27 tenzor naprezanja u novom (zarotiranom) koordinatnom sustavu



1 Uvod

1.1 Osnovni pojmovi

Kompozitni materijali se sastoje od dva osnovna konstituenta: vlakna i matrice koji ¢ine
slojeve koji su medusobno povezani i tako ¢ine viseslojni kompozit (laminat). Vlakna su
osnovni nosivi element kompozita i daju mu ¢vrstoé¢u, dok matrica drzi vlakna zajedno,
ima vaznu funkciju u prijenosu opterecanje na vlakno, daje vanjsku formu kompozitu,
definira njegovo ponaSanje obzirom na djelovanje atmosfere itd. Vlakna su najcesce:
uglji¢na, staklena, aramidna (npr. kevlar) i metalna, a najcescée ¢ine 60 - 70 % volumnog
udjela u kompozitu. Tablica 1 pokazuje osnovne karakteristike pojedinih vrsta vlakana.
Matrice mogu biti polimerne, kako duromeri tako i plastomeri, zatim uglji¢ne, metalne
(takvi se kompoziti nazivaju MMC engl. Metal Matriz Composites), keramicke i dr.
Treba naglasiti da vlakna pored uobiCajene konfiguracije dugih vlakana, mogu biti i
kratka vlakna, whiskers, sfere i dr. Whiskers su kratka vlakna, izrazito velike ¢vrstoce,
promjera do 10 pm i duljine do 0.1 m. Njihova ¢vrstoca teoretski moze iznositi i do 1/10
modula elasti¢nosti. Posebnu vrstu kompozita ¢ini prepreg (ime dolazi od engl. PREim-
PREGnated) kod kojih su pletena vlakna natopljena matricom (najcesée polimernom).
Prepreg se u pravilu koristi za proizvodnju kompozitnih komponenti u autoklavu. Ova je
tehnologija vrlo zastupljena kod proizvodnje kompozitnih dijelova avionske konstrukcije.
Danas se sve vise govori o nanokompozitima kao posebnoj vrsti kompozitnih materijala.
Radi se o uglji¢nim nanocijevima kod kojih su dvodimenzionalne bazalne ravnine savijene
u oblik cijevi, a oblik im ovisi o na¢inu na koji su savijene, tako da mogu biti s jednom
ili vise stjenki. Nanocijevi su dugacke do 10 pm i imaju iznimnu évrstoéu i krutost. U
laboratorijskim uvjetima postignut je modul elasti¢nosti od preko 1 TPa, te ¢vrstoca od
vise od 100 GPa. Ove vrijednosti znatno opadaju u slu¢aju pojave necistoé¢a u materi-
jalu. Danas je osnovni problem njihove primjene vrlo skupa proizvodnja te nemoguénost
proizvodnje u inzenjerski potrebnim koli¢inama. lako su danas nanokompoziti jo§ vrlo
daleko od prakti¢ne primjene u stvarnim konstrukcijama, zasigurno se radi o materijal-
ima buduénosti i te su stoga danas predmet vrlo intenzivnih istrazivanja.

1.2 Vlakna

Visoka mehanicka svojstva vlakana rezultat su snaznih meduatomarnih sila koje vladaju
u materijalima niskog atomskog broja i male gustoce (npr. C, B, Al, Si). Vlakna mogu
biti napravljena ili samo od tih elemenata, zatim od njihovih medusobnih spojeva, ili
spojeva s kisikom i dusikom. Kod ovih materijala nije izrazeno plasti¢no tecenje, kao
npr. kod metala, ve¢ se lom dogada uslijed integralnog efekta djelovanja mikroskop-
skih pukotina, ¢iji se broj smanjuje §to su manje dimenzije vlakna (popre¢ni presjek u
odnosu na duljinu, vidi SL.1). Materijal u vlaknastoj formi, stoga, ima vrlo mali volumen
po metru duljine, te je vjerojatnost pojave pukotine obrnuto proporcionalna volumenu
materijala (prema Weibullovoj raspodjeli). S druge strane, kod ovakvog je materijala
znatno vise izrazeno odstupanje svojstava od referentnih vrijednosti. Ova neujednacenost
mehanickih svojstava predstavlja velik problem pri prora¢unu i izradi kompozitnih kon-
strukcija. Broj mikroskopskih pukotina moZe biti znatno smanjen tehnologijom izrade



Tablica 1: Mehani¢ka svojstva materijala vlakana

tip vlakna | d [um] | p [kg/m®] | E [GPa] | 0, [GPa] | €[%] | a1[1075/°C] | as[107¢/°C]
PAN - IM 9 1800 276 2.93 1.0 -0.5 12
PAN - HM 10 1900 400 2.9 0.5 -1.2 12
PAN - UHM 10 1860 517 1.72 0.4 -1.0 -
Pitch 11 2020 345 1.72 0.9 -1.6 7.8
Rayon 6.5 1660 41-393 | 0.62-2.2 | 2.5 - -
E - staklo 14 2540 72.4 3.45 3.2 2.0 5.0
C - staklo - 2490 69 3.16 4.8 7.2 7.2
S - staklo 10 2490 85.5 4.59 9.7 2.6 5.6
Kevlar-29 12 1440 62 2.76 4 -2 59
Kevlar-49 12 1479 131 3.79 2.8 -2 29
Polietilen 38 970 117 2.58 5 - -
Celik s 0.9 %C 100 7800 210 4.25 - 11.8 -
Berilij - 1850 300 1.26 - 11.6 -
Volfram 25 19300 360 3.85 - 4.5 -
S5iC 100-200 3300 430 3.5 - 2.7 -
Al O3 20 3950 379 1.4 - 7.5 -
Bor 100-200 2600 385 3.8 - 8.3

Tablica 2: Mehanicka svojstva materijala matrice

tip matrice

| p kg/m?®] | E [GPa] | G [GPa] | o0 [MPa] | €[%] | a[1079/°C] | T,[°C]

Poliester
Vinil ester
Epoksi
Bizmaleimid
Poliimid
Polieter imid
Poliamid imid
PPS
PEEK
Polisulfon (PS)
Polipropilen (PP)
Polikarbonat (PC)
Aluminij
Ti-6Al-4V
borosilikatno staklo
MgO
Al O3
SiC

1500
1150
1400
1320
1890
1270
1400
1340
1320
1240
900
1200
2700
4500
2300
3600
4000
3200

4.5
4
6
3.6
4.9
3
S
3.3
2.5
1-14
2.4
70
110
60
210-300
360-400
400-440

2

2.2
1.8

90
90
130
78
120
105
95-185
70-75
92-100
70-75
25-38
45-70
200
1000
100
97-130
250-300
310

5
5
8.5
6.6
3
60
12-18

150
50-100
300
50-100

200
93
70
49
90
62
36

54-110

56-100
110
70

3.5
13.8
8.5
4.8

110
150
250
300
320
217
240 - 270
85
143
190
-20 - -5
133




[GPa]

2.5

1.5

6 8 10 12 [um]

Slika 1: Utjecaj promjera vlakna d na ¢vrstocu oy

vlakna (gdje je od posebne vaznosti ¢istoca sirovine od koje je vlakno napravljeno) ili
zastitnom presvlakom oko vlakna. Npr. brzina taloZenja molekula i brzina hladenja
imaju znatan utjecaj na strukturu vlakna, pri ¢emu vrlo velike brzine hladenja daju vrlo
finu molekularnu strukturu koja se ne moZze postiéi kod materijala u nevlaknastoj formi.
Nadalje, postupci koji u sebi uklju¢uju izvlacenje ili vucenje, zbog vla¢nih naprezanja u
vlaknu imaju pozitivan utjecaj na usmjerenost kristala ili atomarne strukture u pravcu
vlakana. Danas su zasigurno uglji¢na (karbonska) vlakna najrasprostranjenija, posebice
kod mehanicki najopterecenijih avionskih konstrukcija. Treba naglasiti da je pogresno
nazivati uglji¢na vlakna grafitnim - grafit je jedan od oblika ugljika, kod kojeg su snaznim
kovalentnim vezama povezane heksagonalne bazalne ravnine, dok je trodimenzionalna
struktura postignuta njihovim medusobnim povezivanjem slabim Van der Waalsovim
silama. Upravo ove sile omogucuju lako klizanje bazalnih ravnina jedne prema drugoj,
Sto je i razlog zagto grafit ima svojstvo podmazivanja odnosno smanjivanja trenja. Za ra-
zliku od grafita, uglji¢na vlakna imaju samo dvodimenzionalnu strukturu. Prva uglji¢na
vlakna bila su napravljena iz rayona, no postupak je ubrzo izbafen zbog malog postotka
ugljika koji se na taj nadin dobivao, kao i slabih mehanickih svojstava. Veéina uglji¢nih
vlakana koja se koriste u avionskim i drugim konstrukcijama su napravljena iz poli-
akrilonitril (PAN) vlakana ili iz razli¢itih smola (engl.pitch) procesom karbonizacije, pri
¢emu se postupci proizvodnje mogu znacajno razlikovati. PAN postupkom se proizvode
vlakna s postotkom C do 50 % dok se vlakna iz smole odlikuju postotkom C do 80 %.
Prema osnovnim mehanickim karakteristikama, uglji¢na se vlakna klasificiraju kao HM
(visokog modula elasti¢nosti), HS (visoke ¢vrstocée) i IM (umjerenog modula elasti¢nosti)
- ponekad se koristi i oznaka UHM (vrlo visoki modul elasti¢nosti). Vlakna dobivena
iz smole generalno imaju veéi modul elasti¢nosti, ali i manju tla¢nu i vla¢nu ¢vrstoéu
u odnosu na PAN vlakna. Ova su vlakna i znatno vise porozna, §to dodatno utjece na
njihovu ¢vrstoéu. Vlakna od smole mogu imati i dobru elektri¢nu vodljivost, prosjecnog
su promjera 10-11 pm, za razliku od PAN vlakana promjera 5-10 pm. U popre¢nom pres-
jeku, uglji¢na vlakna mogu imati radijalni oblik (bazalne ravnine su radijalno usmjerene),
oblik koncentri¢nih slojeva (bazalne ravnine koncentri¢ne), transverzalno izotropni ili jez-
gru i vanjsku ljusku (najcesci oblik, karakteristican za PAN vlakna).



Staklena se vlakna proizvode najcesce od silike (silicijevog dioksida SiOg) razlic¢itim
postupcima i u pravilu imaju slabija mehanicka svojstva od uglji¢nih vlakana. No vrlo
su raSirena u primjeni kod mehanicki manje zahtjevnih konstrukcija zbog njihove manje
cijene. Mogu se znatno razlikovati po svojstvima te se stoga oznacavaju kao A-staklo
(ovakva su bila prva proizvedena vlakna, danas se vrlo rijetko koriste), C-staklo (ko-
riste se zbog poboljSane otpornosti na kiseline i luzine), E-staklo (najcesée koristeno,
poboljsana otpornost na vlagu i blaze kemikalije), S-staklo (povecane ¢vrstoc¢e i modula
elasti¢nosti, koriste se kod mehanicki optereéenijih konstrukcija gdje su potrebni visoka
specificna krutost i ¢vrstoca).

Polimerna vlakna su jedina od nabrojenih koja su u potpunosti sintetski stvorena.
Medu njima su najpoznatija Kevlarska vlakna, a u posljednje vrijeme se koriste i poliimidi
zbog moguénosti koristenja i na poviSenim temperaturama (i preko 300 °C). Polimerna
vlakna se sastoje od polimernih lanaca koji se posebnim postupcima izduzuju u pravcu
pruzanja vlakna. Njihova svojstva su izravna posljedica njihove mikrostrukture. Buduéi
da polimerne molekule stvaraju ravninske povrsine velike krutosti, koje su medusobno
povezane slabim vodikovim vezama, ¢itav je izgled vlakna vrlo slican onom radijalnog
rasporeda kod uglji¢nog vlakna. Stoga Kevlarska vlakna imaju nizak modul smicanja
u uzduznom smjeru, slaba svojstva u popreénom smjeru kao i malu uzduznu tla¢nu
¢vrstocu, zbog slabih vodikovih veza medu ravninama. S druge strane odlikuju ih dobra
uzduzna vlacna ¢vrstoca, dobra kemijska otpornost te mala gustoca.

Posebnu skupinu ¢ine borova (engl. boron) vlakna. Ovo su sama po sebi kompozitna
vlakna buduéi je posebnim postupkom naparavanja bor naneSen na osnovno uglji¢no
(izradeno iz smole) ili volframovo vlakno. Borova vlakna imaju znatno ve¢i promjer (125
- 140 pm) u odnosu na druge vrste vlakana (npr. uglji¢no promjera 10 pm). Zbog vrlo vi-
soke tvrdoce bora, ovi se kompoziti vrlo tesko naknadno obraduju (npr. buSenje provrta
ili rezanje), §to je uz visoku cijenu, glavni razlog §to su ih u zrakoplovnim konstrukcijama
u potpunosti istisnuli kompoziti s uglji¢nim vlaknima. Borova su se vlakna koristila u
nekim od prvih aviona u kojima su korigteni kompoziti (americki lovacki avioni F-14
Tomcat, F-15 Eagle iz pocetka 1970-tih). Kasnije je bor koristen kao jedno od prvih
vlakana u kompozitima s metalnom matricom (engl. Metal Matriz Composites - MMC),
pri ¢emu je matrica aluminijska ili titanska.

Vlakna od silicijevog karbida proizvode se sli¢nim postupkom kao i borova vlakna -
naparavanjem na jezgru od ugljikovog vlakna (engl. Chemical Vapor Deposition - CVD).
Ova su vlakna posebno pogodna za ojacavanje metala (aluminijskih i titanskih legura)
kao i ojacavanje keramike u formi vlakna od silicijeva karbida, silicijeva nitrida ili stakla.
U drugom se obliku ova vlakna izraduju od polimera koji sadrze silicij i ugljik, jedno
od takvih vlakana poznato je pod trgovackim imenom Nicalon ili u poboljsanoj verziji
Hi-Nicalon. Ova vlakna imaju i svojstvo poluvodljivosti - otpor im je ovisan o koli¢ini
necistoc¢a koje sadrze. Nicalon vlakna su znatno jeftinija nego vlakna proizvedena CVD
postupkom ali nisu pogodna za primjene na povisenim temperaturama.



1.3 Matrice

Osnovne funkcije matrice jesu:
e prenosenje optereéenja na vlakno

e odvajanje vlakana jednih od drugih u svrhu sprecavanja Sirenja pukotina u mater-
ijalu

e formiranje vanjskog oblika kompozitne konstrukcije
e zaftita kompozita od utjecaja okoline

Svojstva matrice (Tablica 2) izrazito su vazna za odredivanje uzduzne tlacne ¢vrstoce,
poprecne vla¢ne ¢vrstoée kao i meduslojne posmicne ¢vrstoée i obiéno se ksze da su
ova svojstva uvjetovana matricom. U zrakoplovnim konstrukcijama, matrica mora biti
otporna i na pogonsko gorivo, hidraulicke fluide kao i razli¢ite kemikalije koje se ko-
riste pri odrzavanju (npr. sredstva za skidanje boje). Za kompozite se trazi da do-
bro podnose temperature do 150 °C, iznimno i do 200 °C. Svojstva matrice najéesée
odreduju i svojstva kompozita, kao i ogranicenja u primjeni. U slucaju izlozenosti kom-
pozita kemijskim ili utjecajima okoline, matrica je ona koja je prva izloZena smanjenju
mehanickih svojstava, te njena svojstva znacajno odreduju ponasanje kompozita. Vrlo
je bitno fizikalno svojstvo temperatura prelaska u kruto stanje (engl. glass transition
temperature - GTT) koja definira totku prelaska iz viskoznog u kruto stanje matrice.
Ova temperatura bitno definira kona¢na svojstva matrice. Naime, pri upotrebi iznad
GTT, svojstva matrice znatno se snizavaju. Vlaga u kompozitu (ponajvise matrici)
znatno snizava GTT. Tehnologija izrade kompozita znatno utjeCe na njegova svojstva,
jer mora osigurati dobru vezu vlakna i matrice kao i minimalan udjel Supljina ili pukotina
u kompozitu.

Kad je rije¢ o polimerima, oni se dijelu u dvije velika skupine: duromeri i plastomeri.
Duromeri pri zagrijavanju stvaraju ireverzibilne kemijske veze medu polimernim lancima
koji su medusobno snazno umreZeni. Pri ponovnom zagrijavanju, oni ne mijenjaju stanje,
ve¢ ostaju kruti sve dok se pod djelovanjem visoke temperature potpuno ne razgrade.
Ovo ukazuje i na velik problem pri njihovoj primjeni, koji je danas sve vazniji: nije ih
moguce reciklirati razmeksSavanjem matrice ve¢ samo mehanicki usitniti ¢ime se dobijaju
sitne granule koje u sebi sadrze i vlakna i matricu. Za razliku od njih, plastomeri imaju
svojstvo da se pri hladenju stvrdnjavaju, ali se pri ponovom zagrijavanju razmeksavaju te
ih je moguce ponovno oblikovati. Ovo omogucuje popravljanje dijelova koji su izradeni
od ovih kompozita, kao i njihovo djelimi¢no recikliranje. Nadalje, kod plastomera je
moguca odredena kristalini¢nost, dok su duromeri isklju¢ivo amorfni. Kristalini¢nost je
uzrokovana usmjereno§cu lanaca. Oni dijelovi polimera (ili oni polimeri) koji su kristal-
iniéni imaju ve¢u gustocu, ali i bolja mehanicka svojstva i otpornost utjecaju otapala
(8to je uzrokovana smanjenom molekularnom aktivno§éu, odnosno vecom uredenoséu
molekula).

Duromeri su polimeri koji se najéescée koriste u proizvodnji kompozita zbog relativno
nize cijene, niskih proizvodnih temperatura, niske viskoznosti pri proizvodnji te dobrog
oplakivanja vlakna. Od njih, za kompozite visokih mehani¢kih svojstava, u zrakoplovnim
konstrukcijama najcescée su koristene epoksidne smole zbog lakog koristenja, niske cijene,



zbog svojih izvrsnih mehanickih svojstava, dobre kemijske postojanosti, te zadrzavanja
dobrih mehanickih svojstava i dimenzija pri poviSenoj temperaturi i vlazi. Nadalje, dobro
reagiraju (ostvaruju dobru adheziju) s ve¢inom vrsta vlakana. Bududéi da pri proizvodnji
prolaze kroz period vrlo niske viskoznosti, to im omogucava vrlo Siroke tehnike proizvod-
nje. FEpoksidi su najcesée dvokompozitni, pri ¢emu se u procesu proizvodnje dodaje
oc¢vrséiva¢ koji postaje sastavni dio strukture matrice. Nakon mijeSanja epoksida i
olvrséivaca, pod djelovanjem topline dolazi do skrutnjavanja sto se dogada nekoliko sati.
Konac¢na svojstva epoksidne matrice pokazuju izrazitu krhkost, §to dovodi do znatne os-
jetljivosti obzirom na pojavu pukotina. Da bi se poboljsala ova svojstva, kao i otpornost
vlazi i toplinska stabilnost, danas se epoksidima dodaju elastomeri kao i drugi tipovi
polimera. Druga vrst duromera koja se sve viSe koristi zbog otpornosti poviSenim tem-
peraturama jesu adicijski poliimidi. Medu njima su najpoznatiji bizmaleimidi (BMI) koji
posjeduju dobre proizvodne karakteristike no glavni nedostatak im je povisena krhkost
koja se moze smanjiti dodavanjem odgovaraju¢ih spojeva (npr. polisulfon, polieterimid
i dr). Druge vrste ovih spojeva jesu PMR-15 poliimidi sa GTT od gotovo 300 °C. Cia-
nati su takoder duromeri koji su pogodni za primjenu na visokim temperaturama koji
imaju GTT oko 290 °C. Odlikuju ih dobre karakteristike pri primjeni u vruéim i vlaznim
uvjetima (nesto slabija od epoksidne smole) te visoka tvrdoca. Vrlo su ¢esto koristeni
i nezasiceni poliesteri, najéesée u kombinaciji sa staklenim vlaknima. Predstavnik ovih
polimera su vinil esteri koji su vrlo popularni zbog svoje cijene, otpornosti na vlagu te
brzine i jednostavnosti u izradi kompozita.

Epoksidne smole spadaju u skupinu amorfnih plimera koje karakterizira pojava gumene
(gel) faze na visim te staklaste faze na nizim temperaturama. Epoksidi koji polimeriziraju
na sobnoj temperaturi pogodni su za koristenje na temperaturama do 50°C dok se ovisno
o tipu otvrdivaca ostale vrste epoksida obraduju na temperaturama izmedu 120 i 180°C.
Kemijske reakcije koje se pri polimerizaciji dogadaju jesu egzotermne te upotreba velike
koli¢ine otvrdivaca (katalizatora) ili previsoka temperature polimerizacije moze dovesti
do toplinske degradacije matrice, a time i samog kompozita. Ovo je razlog zbog kojeg
se posebna paznja mora posvetiti izradi kalupa, posebice ako se radi o debljim ili veéim
dijelovima. Da bi im se promijenila mehanicka svojstva, epoksidima se mogu dodavati
razli¢ite tvari u svrhu smanjenja viskoznosti prilikom obrade, pove¢anja lomnog produl-
jenja uz smanjenje modula elasti¢nosti, poboljanje otpornosti Sirenju pukotina, prom-
jena gustoce i dr. Njihov je osnovni nedostatak inherentna krhkost popraé¢ena velikom
¢vrstocom Sto se Cesto poboljsava dodavanjem plastomera. Glavne prednosti epoksida
jesu moguénost modificiranja svojstava prema postavljenim zahtjevima, mogucost kon-
trole zilavosti te laka i sigurna proizvodljivost zbog male koli¢ine §tetnih tvari koje se
pri tome oslobadaju, malo skupljanje, dobra kemijska otpornost te dobra dimenzijska i
toplinska stabilnost. Glavni nedostaci jesu visa cijena proizvodnje u odnosu na npr. poli-
estere (posebice specijalne vrste epoksida koje se koriste u zrakoplovstvu), osjetljivost
na vlagu, sporo polimeriziranje, mala otpornost nekim organskim spojevima ( npr. or-
ganskim kiselinama i fenolima) te relativno niska najvisa temperatura primjene.

Poliesterske smole takoder pripadaju duromerima, a prozvode se egzotermnim kemi-
jskim reakcijama pri kojim se nezasi¢eni poliesteri mijeSaju s relativno malom koli¢inom
inicijalizatora (katalizatora). Kao kod epoksida, i ovdje materijal pri polimerizaciji pro-
lazi iz tekuce, preko gel do krute faze. Glavne prednosti ovih materijala jesu mala poCetna
viskoznost, mala cijena pocetnih sirovina, jednostavna proizvodnja te izvrsna otpornost
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atmosferskim utjecajima. S druge strane, polimerizacija je vrlo egzotermna s visokim
skupljanjem ¢ime se u procesu proizvodnje unose znacajna zaostala naprezanja, krhkost
te slaba kemijska otpornost nekim spojevima (alkalima).

Vinil esteri su po svojstvima izmedu epoksida i poliestera. Polimerizacija se dogada
na relativno niskim temperaturama (kao kod poliestera) a konafna svojstva daju dobru
kemijsku otpornost kao kod epoksida uz jednostavnu proizvodnju te bolja mehanicka
svojstva i bolje veze izmedu vlakna i matrice u odnosu na poliestere. Ovi materijali imaju
znatno vece troskove proizvodnje nego poliesteri te znatno veée skupljanje u odnosu na
epokside.

Fenolne smole nastaju polimerizacijom fenola uz pomo¢ npr. formaldehida pod
posebnim uvjetima. Ovi polimeri iskazuju dobru otpornost visokim temperaturama kao
i otpornost gorenju, koja je posljedica ablativnih svojstava ovih smola (pri gorenju iz-
garaju slojevi materijala odredenom brzinom stvarajuci sloj ugljika) to im i jest najveca
prednost pri upotrebi. Nedostaci jesu visoki tlakovi pri proizvodnji potrebni za polimer-
izaciju kao i velik postotak Supljina Sto znatno snizava mehanicka svojstva.

Bizmaleimidi (BMI) su visoko umreZeni polimeri, po proizvodnji vrlo sli¢ni epok-
sidima, iako mogu imati nizu viskoznost i bolje oplakivanje vlakana. GTT im je izmedu
180 - 320°C dok je maksimalna temperatura pri kojoj se mogu koristiti do 150°C. Ovi
su materijali izvorno krhki $to se poboljsava pomocu aditiva. U odnosu na epokside,
prednost im je znatno bolja toplinska stabilnost $to je vazno u zrakoplovnoj primjeni
kod borbenih aviona visokih performansi koi lete velikim brzinama i na velikoj visini.
Bizmeleimidi koji se koriste kod ovih konstrukcija imaju GTT oko 180°C, mada se ne pre-
poruca njihovo kori§tenje na temperaturama iznad 125°C, posebice u uvjetima povecane
vlage. Osnovni su nedostatak znatno vigi troskovi proizvodnje u odnosu na epokside.
Danas BMI kompoziti u zrakoplovnim konstrukcijama sve ¢eS¢e zamjenjuju kompozite s
uglji¢nom matricom.

Poliimidne smole imaju prednost vrlo visoke temperature primjene koju nema niti
jedna druga vrsta polimera, buduéi da im je GTT izmedu 200-400°C. Nadalje, ovisno o
tehnologiji proizvodnje, mogu biti i duromeri (adicijski poliimidi), kao i plastomeri (kon-
denzacijksi poliimidi). Procesi proizvodnje su ¢esto vrlo kompleksni jer ukljuc¢uju visoke
temperature i tlakove te zahtijevaju strogo pracenje parametara procesa kako ne bi doslo
do stvaranja eksplozivnih tvari. Tehnologija proizvodnje ukljucuje koristenje preprega
ili RTM (resin transfer molding). U zrakoplovnim konstrukcijama koriste se za kudista
mlaznih motora ili za konstruktivne elemente lovackih aviona visokih performansi. Najk-
valitetniji od ovih polimera imaju GTT veéu od 270°C, procesnu temperaturu od preko
370°C, dugotrajnu toplinsku stabilnost i izvrsna mehanicka svojstva. Osnovna pred-
nost im je stabilnost i odli¢na mehanic¢ka svojstva na visokim temperaturama, visoka
kvaliteta proizvedenih komponenti te otpornost veéini kemikalija, dok je nedostatak ci-
jena i slozenost proizvodnje.

Cianatne smole polimeriziraju pomoc¢u katalizatora relativno brzo pri temperatu-
rama 170-250°C i s vrlo malim skupljanjem. Nakon polimerizacije, karakteristike su
dobra ¢vrstoca i tvrdoda na povifenim temperaturama, vrlo malo upijanje vlage, iako
dugotrajna izlozenost vlazi uzrokuje smanjenje svojstava, Sto im predstavlja problem za
koritenje u zrakoplovnim konstrukcijama. Ovi materijali se mogu mijesati s epoksidima
ili drugim duromerima kako bi se dobila poboljSana svojstva.
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Plastomeri su najsire klasificirani kao amorfni i kristalini¢ni, mada svi ispoljavaju
kristalini¢nost u veéoj ili manjoj mjeri. Nadalje, kristalini¢ni elastomeri pokazuju znatno
bolju otpornost utjecajima goriva, hidraulickih fluida i dr. u odnosu na amorfne. Amorfni
plastomeri pokazuju veliku isprepletenost polimernih lanaca, a pri zagrijavanju te se veze
raskidaju i polimer se ponaga kao viskozni fuid. Amorfni plastomeri su i u odredenoj
mjeri osjetljivi na otapala, te su znatno osjetljiviji na puzanje i zamorna oste¢enja nego
li kristalini¢ni. Plastomeri su znatno manje skloni upijanju vlage, manje su osjetljivi na
udarna oste¢enja. Mogu se u ograni¢enoj mjeri popravljati ponovnim zagrijavanjem i
zavarivati. No, temperature i pritisci na kojima polimeriziraju su znatno vi$i u odnosu
na duromere.

Kristalini¢ni plastomeri svojstvo kristalini¢nosti posjeduju zbog veée ili manje usm-
jerenosti polimernih lanaca, mada kompletnu kristalini¢nost nije mogucée postié¢i. Pri
zagrijavanju, kristalini¢ne se faze mijeSaju i matrica postaje amorfni, viskozni fluid.
Ovi su polimerni u stvari semikristaliniéni buduéi da sadrZe i kristalini¢nu i amorfnu
fazu. Proizvodni uvjeti bitno utje¢u na stupanj kristalini¢nosti - §to je veéa brzina
hladenja kristalini¢nost je manja. Poliketoni su grupa kristalini¢nih plastomera koji
imaju izvrsnu toplinsku otpornost. Medu njima se isti¢u polieterketon (PEK), polieter-
ketonketon (PEKK) te najéescée koristeni polietereterketon (PEEK). PEEK ima stupanj
kristalini¢nosti do 40%, dobra mehanicka svojstva te otpornost prema otapalima i kiseli-
nama s izuzetkom koncentrirane sumporne kiseline. Osnovni je nedostatak vrlo visoka
cijena proizvodnje. Plastomeri mogu biti proizvedeni znatno brze jer povisenu temper-
aturu nije potrebno odrzavati dulje vrijeme. Neki od njih imaju znatno visu GTT te
temperaturu primjene od epoksida ili bizmaleimida. Nadalje, kod plastomera je uocljivo
teCenje i znatna deformacija pri lomu, te time i znatno veéa zilavost. No, oni ispoljavaju
i puzanje pri poviSenim temperaturama i konstantnim opterecenjem.

Polifenilen sulfid (PPS) je visoko kristalini¢ni polimer (stupanj kristalini¢nosti do
60%) s odlicnom toplinskom stabilnoséu te kemijskom i vatro otpornoséu §to ga ¢ini
atraktivnim materijalom (i dopustenim, prema FAA) za avionske interijere. Materijal
zadrzava dobra svojstva i na temperaturama do 200°C kada pocinje postupno smanji-
vanje mehanickih svojstava.

Polimeri bazirani na derivatima sulfona - polisulfon (PSU), polieter sulfon (PES)
te poliaril sulfon (PAS) su amorfni, generalno dosta kemijski otporni, no ne svim ota-
palima, i imaju iznimno dobra svojstva na visokim temperaturama te vatro otpornost.
Zadrzavaju dobra mehanicka svojstva i u uvjetima poviSene temperature i vlage. Samo-
gasivi su pri ¢emu se stvara vrlo mala koli¢ina dima.

Polieterimid (PED) je amorfan elastomer visokih mehanickih svojstava. Dimenziono
je stabilan (zbog amorfne strukture), ima izrazeno malo skupljanje te visoko izrazenu
izotropiju u usporedbi s veé¢inom kristalicnih polimera. Visoka GTT omogucava ko-
ritenje na temperaturama do 200°C. Kemijski je vrlo otporan na velik broj kemikalija
te na atmosferske utjecaje. Primjenu mu ograni¢ava vrlo velika viskoznost u rastopljenom
stanju.

Mada su polimeri dominantni kao materijali matrice, u velikoj se mjeri koriste jo$ i
metali (tada se to nazivaju engl. Metal Matriz Composites- MMC) te keramika. Kom-
poziti s metalnom matricom se odlikuju iznimno dobrim mehani¢kim svojstvima. Za
matricu se koriste laki metali, kao i aluminij i njegove legure, magnezij, titanske legure
i dr. Ovi kompoziti omogucéuju koristenje na temperaturama visim od 700°C, no uz
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vrlo visoku cijenu proizvodnje koja je uvjetovana iznimno kompliciranom tehnologijom
izrade. Osnovni problem pri proizvodnji je kemijska (ne)kompatibilnost metalne matrice
i vlakna zbog kemijskih reakcija medu njima, §to i suzava broj kombinacije vlakana i
matrica koje je moguée kombinirati. Stoga su se za ojacavanje metalnih matrica na-
jbolje pokazali SiC, AloOs, te Borsic (borovo vlakno presvudeno silicijevim karbidom).
Korigtenje uglji¢nih vlakana je vrlo ograni¢eno, obi¢no na aluminijske i magnezijeve ma-
trice, ako je izloZenost visokim temperaturama minimalna.
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2 Tenzori elasti¢nosti 1 podatljivosti

2.1 Tenzor elasti¢nosti za razli¢ite materijale

Vezu izmedu komponenti Cauchyjevog tenzora naprezanja i tenzora deformacija daje
tenzor elasti¢nosti Cj;. Ako se naprezanja i deformacije zapisu u obliku vektora, a
tenzor elasti¢nosti u matricnom obliku, vrijedi

o=Ce (1)

Buduéi da su naprezanja i deformacije tenzori drugog reda, a elasti¢nost tenzor ¢etvrtog
reda, ovaj se izraz moze zapisati i

0ij = Cijrien (2)

Ako je tenzor naprezanja zapisan pomoc¢u komponenti prema Voightovoj konvenciji koja
definira redoslijed komponenti tenzora naprezanja, te koristeéi svojstvo simetrije tenzora

oij = {011 022 033 023 013 012}T (3)
te tenzor deformacija
ext = {e11 €22 £33 €23 €13 €12} (4)
vrijedi
oij = Cijki€ki (5)

U najopéenijitoj formi, tenzor elasti¢nosti moze se zapisati

[ C1111 Cri22 Chrizs Crizz Ciiiz Crine |
Co200 (9233 (9203 (2213 Claoo
Cigt = C3333 Ca3zz Crzzz Chass (6)
Co323 (2313 Cl203
sim. C1313 Ch213
L Ci212 |

No, vrlo se ¢esto koristi sazeti oblik, kod kojeg se tenzor naprezanja zapisuju
0 = {01 09 03 04 05 06} (7)

Tenzor deformacija se u tom slu¢aju ne zapisuje pomocu tenzorskih veé inZenjerskih
komponenti, te se umjesto €923, €13 te €12 koriste kutne deformacije v23, v13,712

T T
g = {e11 €22 €33 723 V13 Y12} = {€1 €2 €3 €4 €5 €6} (8)
Tada se tenzor elasti¢nosti zapisuje u sazetom obliku

[ Ci1 Ci2 Ciz Cis Cis5 Cig ]|
CQQ 023 024 025 C26
Cs3 O34 C35 C3g

Cij = 9
J Cua Cus5 Cus 9
sim. Css Cse
Cee
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te se konstitutivna jednadzba u sazetom obliku zapisuje
g; = CijEj (10)

Vazno je primijetiti da su komponente tenzora elasti¢nosti Cj; (j = 4,5,6), 1/2 odgo-
varajuc¢ih komponenti istog tenzora kada je zapisan kao Cjjr. Cijk je zapis tenzora
Cetvrtog reda, koji bi imao 81 komponentu (tenzor n-tog reda ima 3" komponenti). No,
zbog simetrije tenzora deformacija, vrijedi

Cijit = Cijik (11)

Stoga se dvije konstante koje su uz ¢lanove €y 1 € mogu prikazati jednom konstantom,
¢ime se broj materijalnih konstanti smanjuje na 54. Nadalje, zbog simetrije tenzora
naprezanja vrijedi

Cijit = Cjirl (12)

te se broj materijalnih konstanti smanjuje za jos 18, i ostaje ih 36. No, zbog simetrije
samog tenzora elasti¢nosti, broj konstatni se smanuje na kona¢nih 21, sto je i maksi-
malni broj materijalnih konstanti koje opisuju ponasanje elasti¢nog materijala (takav se
materijal naziva anizotropnim).

Simetrija tenzora elasti¢nosti dokazuje se na sljedeéi nacin. Prema izrazu

0ij = CijriEn (13)
vrijedi
0oij
=C.. 14
3€kz ijkl ( )

Ako se uvede pojam gustoce energije deformiranja U, kako je definiran u osnovama nauke
o ¢vrstodi, vrijedi

oU
i = 5 (15)
v
Tada je
8U¢j 8 8U 82U
&m a&kl (a&‘i]’) &eklasij C]kl ( 6)

Ako se isti postupak provede za promijenjene ponovljene indekse, pri cemu se vrijednost
izraza ne mijenja, vrijedi

ok = Criijcij (17)
dog
agij - Cklzy (18)
oU
Okl = @ (19)
0ok 0 ((‘)U) 02U
aeij asij 88kl asijc%kl Ckl] ( 0)

Usporedbom izraza (16) i (20) te primjenom komutativnosti operatora deriviranja vidljivo
je da vrijedi
Cijki = Chiij (21)
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¢ime je i dokazana simetrija tenzora elasti¢nosti. Ovo svojstvo ¢e biti iskoriSteno pri
izvodu izraza za gustocu energije deformiranja U. Iz izraza

ou
Oij = o 22
) 851‘]’ ( )
te oU
dU = 0;ide;; = ——de;j 23
055 AL 851’]’ €ij ( )
vrijedi
dU = o4jdeij = Cijpieride; (24)
§to se nakon zamjene ponovljenih indeksa moze zapisati
AU = opdey = Chiijeijder (25)
Zbog simetrije tenzora elasti¢nosti, izraz (21), posljednji se izraz moze zapisati
AU = Cyjrigijder (26)
Zbrajanjem izraza (24) i (26) dobijen je izraz
QdU = Cijkl<5ijd5kl + 5kld5ij) = Cijkld(gijgkl) (27)
odnosno nakon integriranja
1
U= Ecijklgijfkl (28)

Ako se definiraju dva opéenita Kartezijeva desna koordinatna sustava (z1, x2, x3) i (T1, T2, T3),
moguce je defnirati veli¢inu a;; kao kosinus kuta izmedu osi 7; i z;

a;j = cos(T;, z5) (29)

Tada se izrazi za transformaciju komponenti tenzora drugog reda pri rotaciji iz koordi-
natnog sustava (x1,x2,x3) u koordinatni sustav (Z1,T2,T3) zapisuju

Tij = QipjqOpq (30)

ili ako se radi o tenzoru Cetvrtog reda

Cijkl = aipajqakralscpqrs (31)

Tenzor elasti¢nosti mora zadovoljiti odredene uvjete i ima odredena svojstva (od kojih
su neka pokazana u prijagnjim analizama):

1. Tenzor je pozitivho definitan
2. Tenzor je simetrican
3. Svi dijagonalni elementi su pozitivni

4. Postoji inverzan tenzor S = C’i;,il koji se naziva tenzor podatljivosti, a koji je

takoder pozitivno definitan i simetri¢an; matri¢no se ovo zapisuje S = C ™1
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5. Determinanta matrice tenzora elasti¢nosti je pozitivna detC > 0 (matrica je nesin-
gularna)

6. Sve kvadratne submatrice koje sadrze dijagonalne elemente (minore) su pozitivno
definitne (sve gornje lijeve submatrice od C reda 1x1, 2x2, 3x3, ..., 6x6) i imaju
determinantu > 0

Ako je definirana ravnina elasti¢ne simetrije (z1,22), tada je normala na ravninu
definirana s osi x3. Tada izrazi

T1 =21, To=x9, T3=—I3 (32)

opisuju zrcaljenje obzirom na ovu ravninu. Treba primijetiti da ova transformacija ne
opisuje rotaciju koordinatnog sustava, jer novi koordinatni sustav vise nije desni - tran-
formacija opisuje zrcaljenje oko ravnine (z1,z2). Za slucaj elastiéne simetrije, mora
vrijediti da tenzor elasti¢nosti ne mijenja vrijednosti komponenti (ne transformira se),
odnosno

Cijii = Cijm (33)

ili zapisano preko izraza za tranformaciju (31)

Cijk:l = aipajqak:ralscpqrs (34)

Pri ovoj transformaciji vrijedi a1q7 = 1, ag2 = 1, azgzg = —1, dok su svi ostali a;; = 0.
Tada transformacija komponente C113 glasi

Ci113 = a11a11a11a33C1113 = —Chi1s (35)
Ovaj je uvjet moguée ispuniti samo ako je C1113 = 0. Takoder vrijedi

C1333 = a11a33a33033C1333 = —C1333 (36)

8to takoder vrijedi samo za Ci333 = 0. Vrlo se lako dokazuje da ¢e ovo biti sluéaj za sve
Cijr koji imaju neparan (u ovom slucaju 1 ili 3) broj indeksa 3. Stoga ¢e kod ovakvog
materijala sljede¢e komponente tenzora elasti¢nosti imati vrijednost 0O:

Ci123 = Ch113 = Ca223 = Ca213 = Ca333 = C333 = C1223 = Ci213 =0 (37)

Ovakav se materijal naziva monoklinicki (monoklini) i broj se elasti¢nih neovisnih kon-
stanti smanjuje sa 21 na 13. Tenzor elasti¢nosti se zapisuje u punoj formi (ako su kompo-
nente tenzora naprezanja i deformacija u vektorskom obliku zapisani prema Voightovo]
konvenciji)

[ Cuin Cnize Cuzs 0 0 Ciuz |
Cazzo Caaz3 0 0 Cia

03333 0 0 01233

Cijit = Co3z23 Ca313 0 (38)
sim. Ciziz 0
Ci212
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ili u sazetom obliku

[ Ci1 Ci2 Ciz 0 0 Cis ]
Cy Caz 0 0 Cp
o Cs3 0 0 Css
Cij Cuu Csi5 0 (39)
sim. Cs5 0
L Ces |

Ako bi se isti postupak proveo i za ravninu elasti¢ne simetrije, (x1,x3), kojoj je vektor
normale xg, vrijedi
T1 = 1,

Tog = —T9, T3 =3 (40)

Sada su ¢lanovi matrice transformacije a;; = 1, ase = —1, ass = 1, dok su svi ostali
a;; = 0. Koristeci isti princip koji je primijenjen pri analizi monoklinickog materijala,
lako se pokazuje da ¢e svi ¢lanovi tenzora elasti¢nosti koji imaju neparan broj indeksa 2
biti jednaki nuli, npr:

Ch222 = a11022022022C1222 = —C1222 = 0 (41)
Clanovi koji moraju biti jednaki nuli, a nisu ve¢ izjednaceni s nulom u prija$njoj analizi
ravnine elasti¢ne simetrije (x1,x2), jesu:

Cr112 = Cra22 = Cla33 = Ca313 = 0 (42)

Broj neovisnih konstanti elasti¢nosti se smanjuje za jo§ 4 i iznosi 9. Ako bi se izvrgila ista
analiza za ravninu elasti¢ne simetrije (z2, 23), lako se uotava da nema dodatnih ¢lanova
matrice elasti¢nosti koji su nula, a nisu ve¢ sadrzani u prije navedena dva slu¢aja. Ovim
se dokazuje da ako materijal ima dvije medusobno okomite ravnine elasti¢ne simetrije,
nuzno ima i trecu, koja je okomita na te dvije. Ovakav se materijal naziva ortotropnim,
i tenzor elasti¢nosti se zapisuje

[ Cii11 Cri22 Chiss 0 0 0
C2222 Co33 0 0 0
o Czzzz 0 0 0
Gt = C2323 0 0 (43)
sim. Ciziz 0
L Ci212 |
ili
[ Ci1 Ci2 Ciz O 0 0 7
Cyp Caz3 O 0 0
- Csz 0 0 0
Cij = Cu 0 0 (44)
Stm. 055 0
L Ces |

Primjer ortotropnog materijala predstavlja jedan kompozitni sloj, a slika 2 prikazuje
standardno inZenjersko oznafavanje izotropnog materijala, kod kojeg os 1 = [ oznacava
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Slika 2: Oznacavanje osi ortotropnog materijala

pravac vlakna, os 2 =t je u ravnini sloja okomito na pravac vlakna, a os & = ¢ ¢ini desni
koordinatni sustav s prve dvije osi.

Nadalje, ako je definirana ravnina (z1,22) tako da je svaka ravnina okomita na nju
ravnina elasti¢ne simetrije, takav se materijal naziva transverzalno izotropan. Ova se
ravnina naziva ravninom transverzalne izotropije, dok se pravac x3 naziva os transverzalne
izotropije. Transverzalno izotropni materijal predstavlja poseban sluc¢aj ortotropnog ma-
terijala. Ako su definirane nove osi koje leze u ravnini okomitoj na x3, 1 koja zatvara
kut 6 s osi z2, te To koja zatvara isti kut s xo, tada je po definiciji ravnina (Z1,Z2)
takoder ravnina elasti¢ne simetrije, te vrijedi

T1 = cosbxry + sinbxs (45)
To = —sinbx1 + coslxo
T3 = X3

Nakon analize sli¢ne kao i kod monoklini¢kog materijala i sredivanja izraza (vidjeti npr.
referencu [8] za detaljnu analizu svih pojedinih ¢lanova) tenzor elasti¢nosti se zapisuje

[ C1111 Cri2 Crzz 0 0 0
Ciinn Cuss 0 0 0
C33zz3 0 0 0
Cijkl = C1313 0 0 (46)
sim. C1313 0
1
5(01111 — C1212)
[ C11 Ci2 Ci3 O 0 0 1
Ci1 Cis 0 0 0
C33 0 0 0
Cij = Cu 0 0 (47)
stm. C44 O
1
5(011 - Ch2)

Vidljivo je da je transverzalno izotropan materijal opisan s 5 neovisnih elasti¢nih kon-
stanti. Fizikalno, ovakav se materijal moze razmatrati kao izotropan u ravnini elasti¢ne
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simetrije, te sa svojstvima bitno drugacijim u pravcu transverzalne izotropije. U in-
zenjerskoj primjeni, osi koje definiraju ravnine i pravce transverzalne izotropije imaju
i posebne oznake - t,t',1, te bi za ovdje prikazan slucaj vrijedilo T1 = t, To = t’ te
T3 =1 (slika 3). Primjer transverzalno izotropnog materijala jest vlakno, razmatrano na

mikronivou.

vlakno

Slika 3: Oznake osi transverzalno izotropnog vlakna

Ako se razmatra materijal koji ima jo§ jednu dodatnu os transverzalne izotropije,
x1, tada je dodatna ravnina transverzalne izotropije (x2,x3). Buduéi da u tom slucaju
elastiéna svojstva moraju biti ista za pravce xo 1 x3, sljedeéi preostali ¢lanovi tenzora
elasti¢nosti moraju biti jednaki (koristeéi izvorno oznaavanje ¢lanova tenzora za ani-
zotropan materijal):

C2222 = C3333 (48)

a bududi je ve¢ od prije Caoes = C1111, tada je i Cszzs = Cr111. Nadalje mora vrijediti i
Cri122 = Chr133 (49)

kao 1 )
Ciz13 = Ci212 = 5(01111 — Ch122) (50)

kako je veé prije definirano za os transverzalne izotropije x3. Tenzor elasti¢nosti u ma-
tricnoj formi tada se zapisuje

[ Criiir Cri22 Chioe 0 0 0

Cii1 Cri2e 0 0 0

Ciin 0 0 0

1
Cijkl = 5(01111 — Chi22) 0 0
. 1
sim. 5(01111 — Ch122) 0
1

i 5(01111 — C1122)

(51)
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odnosno

[ C11 Ci2 Cha 0 0 0 7
Ci1 Ci2 0 0 0
Cn 0 0 0
1
Cij = 5(011 — 012) 0 0 (52)
1
sim. 5(011 — 012) 0
1
I 5((3’11 — C12) |

Ako bi se ista analiza provela za os transverzalne izotropije xa, ¢lanovi u zapisu tenzora
elasti¢nosti ne bi se promijenili, te stoga kaZzemo da ovakav materijal ima beskonacéno
mnogo ravnina elasti¢ne simetrije. Ovakav se materijal naziva izotropnim i ima ista
elasti¢na svojstva u svim smjerovima. Opisuju ga 2 neovisne konstante elasti¢nosti.
Komponente tenzora elasti¢nosti se mogu prikazati i pomoc¢u Laméovih konstatni A i p

Ciimn = Cu=A+2u (53)
Ci2i2 = Cira=p

Nadalje, tenzor elasti¢nosti izotropnog materijala nazivamo izotropnim tenzorom (ostali
su primjeri izotropnog tenzora jedini¢na matrica I ili Kroneckerova delta d;;). Svaki se
tenzor Cetvtog reda moze zapisati kao linearna kombinacija tri izotropna tenzora Cetvrtog
reda

Cijkl = X0ij0k + B10ikdj1 + B20id (54)

te koristeci
oij = Cijricri (55)

pojedini izrazi u jednadzbi (54) se transformiraju kori$tenjem svojstva supstitucije in-
deksa koje posjeduje Kroneckerova delta d;;, te se zapisuje

AijOriert = AdijEkk (56)
Brdirbjiem = Broinejr = Br€ij (57)
B20idrer = B20ucj = Bocij (58)
odnosno
oij = Aijerk + (B1 + B2)eij (59)

ili uz zamjenu B; + B2 = 2u, konstitutivna jednadzba za izotropan materijal glasi
055 = Aéijgkk + 2/J,Eij (60)

Vazno je zamijetiti da je exp = €11 + €22 + €33 = e (suma duljinskih deformacija) §to
predstavlja prvu invarijantu tenzora deformacija, odnosno ako su komponente tenzora
deformacija zapisane u obliku kvadratne matrice, trag matrice €. Vrijednosti A i p
su ve¢ prije uvedene Laméove konstante, a u inZenjerskoj se praksi p oznacava sa G
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(modul smicanja). Komponente tenzora deformacija izrazene preko komponenti tenzora
naprezanja moguce je zapisati izrazom

1 A
€ij = 2u<0‘¢j — 73)\ T z'udkk;(sij> (61)

1z ovog se izraza jednostavno moZe zapisati modul elasti¢nosti £ pomocéu Laméovih
konstanti. Ako se razmatra jednoosno stanje naprezanja kod kojeg je o171 # 0, a svi
ostali 0;; =0, za i = j = 1, izraz (61) glasi

c 1 ( A ) 011 (1 A > (62)
=—|on————on)|=—(1—7——
1 24 L 2u 1 20 3A+2u

iz Cega je nakon jednostavnog sredivanja vidljivo

g ou _ HBAT2)
€11 At p

Tenzor podatljivosti za ortotropni materijal zapisan pomoéu inzenjerskih konstanti:

<
Eq f?z Es
V12 V32
e
Ey  E {53
S’L]: 1 2 3 1 0 ) (64)
a
| 2 .
sim. —
G
B
L G2 |

Vazno je napomenuti da kako vrijedi S;; = Sj; tada je i

V12 V21

2 _ 21 .
£ B (65)
Veza izmedju komponenti tenzora elasti¢nosti i podatljivosti je slijedeca:
92533 — 52 S33511 — S% 511529 — S%
513523 — 512533 512593 — 5135922 512513 — 523511
Cra = ; Ci3= ; Coz = ;  (66)
1 s 1 1 5 s

Cu=— Cy=—a: Cop=—
u=g =g Cos= g

Ako se radi o jednom sloju, on se razmatra kao ortotropan i u ravninskom stanju
naprezanja, te se umjesto matrice elasti¢nosti C koristi reducirana matrica elasti¢nosti Q

Qu Q12 O
Qij = Q2 0 (67)
sim. Q66
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Vazno je napomenuti da se elementi Q ne mogu direktno dobiti iz elemenata C - ¢lanovi
matrice Q imaju nesto manje vrijednosti od odgovarajuc¢ih elemenata matrice C. Ele-
menti Q se mogu dobiti invertiranjem S, ¢iji se elementi ne mijenjaju pri razmatranju
jednog sloja u stanju ravninskog naprezanja. Pomocéu inZenjerskih konstanti, kompo-
nente reduciranog tenzora elasti¢nosti mogu se zapisati

Eq Eq

= — 68
QH 1-— V1221 1-— mury ( )
Es
Qr = ———
1 — w1910
vi2Eo
Qu = 22
— V12V21
Qes = G
te komponente matrice kompatibilnosti
1
S = 69
11 i (69)
1
S = —
22 2
V12 V21
S = B —
12 B, o
1
S = —
66 Go

Za ugljicno vlakno s epoksidnom matricom, karakteristi¢ne (genericke) vrijednosti jesu
E1 =155 GP&, E2 = E3 =12.1 GPa, V19 = V13 = 0.248 , V23 = 0458, G23 = 3.2 GPa,
G13 = G192 = 4.4 GPa.

Koristenjem izraza (68) vrijednosti matrice elasti¢nosti C zapisuju se (Tab.3)

Tablica 3: Vrijednosti matrice elasti¢nosti u |GPa]
Cii| Gy | Cs3 | Cus | Ces | Cra | Ciz | Cos | Css
158 | 15.51 | 15.51 [ 3.20 | 4.4 | 5.64 | 5.64 | 7.21 | 4.40

a vrijednosti reducirane matrice elasti¢nosti Q definirane su u Tab. 4

Tablica 4: Vrijednosti reducirane matrice elasti¢nosti u [GPa]

Q11 ‘ Q22 ‘ Q12 ‘ Q66
155.7 | 12.16 | 3.02 | 4.40

U razmatranjima se koriste dva osnovna koordinatna sustava: sustav glavnih materijalnih
osi (1,2) kod kojeg je os 1 u pravcu vlakna dok je os 2 okomita na nju i u ravnini je
laminata, te globalni koordinatni sustav (z,y) u kojem ¢e se definirati sile, momenti,
naprezanja i deformacije za ¢itav laminat (S1. 4 ). Kut 6 zatvaraju osi z 1 1. Ako je Q
definirano u glavnom materijalnom sustavu, postavlja se pitanje kakva je veza izmedu
naprezanja i deformacija u globalnom koordinatnom sustavu, definirana matricom Q.
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Slika 4: Koordinatni sustavi korigteni u tranformaciji tenzora elasti¢nosti

Oz Qu Qn Qw €
Oy = Q22 Qo €y (70)
Oy sim. Qes €s

Vezu izmedu komponenti tenzora naprezanja u koordinatom sustavu (1,2) i sustavu (z,y)
daje tenzorska transformacija

Tij = GipjqOpg (71)
gdje je 0;; tenzor naprezanja u novom koordinatnom sustavu, o, tenzor naprezanja u
starom koordinatnom sustavu, te a;, kosinus kuta izmedu nove koordinatne osi ¢ i stare
osi p. U matri¢noj formi ova se transformacija moze zapisati kao

2 2

o1 c S 2cs Og
o p=1| s ¢ —2cs oy (72)
o —cs ¢s 2 —s? O
gdje je
2§ 2cs
T,=| s ¢ —2cs (73)
—cs ¢s ¢ —s?
uz ¢ = cos#,s = sin 6. Takoder vrijedi transformacija
€1 c? s? cs Ex
€9 p = 52 2 —cs Ey (74)
€6 —2¢s 2cs ¢ —s? €s
gdje je
c? s? cs
T. = 2 —cs (75)

—2¢s 2¢s 2 — s
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Ako su vektor naprezanja i deformacija u globalnom koordinatnom sustavu zapisani kao
Olz| 1 €lz|, @ u glavnom materijalnom kao o); odnosno €);) vrijedi

o = Ty o = T, QTeeyy

Q = TJIQTE

Razvijanjem izraza (77), mogu se zapisati pojedini ¢lanovi matrice Q:

Qu
Qi
Qo
Qlﬁ
Qo
Qee

Q11 cos? 0 + 2(Q12 + 2Q6) cos? Osin?  + Qoy sint 6

(Q11 + Qa2 — 4Qes) cos® Asin? 6 + Q12(sin® A + cos™ 0)

Q11500 + 2(Q12 + 2Q¢6) cos Osin® O + Qo cos? 6

(Q11 — Q12 — 2Qe6) cos? Osin 6 + (Q12 — Q22 + 2Q¢s) sin® 0 cos 0
(Q11 — Q12 — 2Q¢6) sin® 0 cos 6 + (Q12 — Q22 + 2Q¢s) cos® O sin 6
(Q11 + Q22 — 2Q12 — 2Qgg) sin? A cos? O + Qe (sin® 6 + cos? 6)

Pomo¢u inZenjerskih konstanti, elementi Q se, uz koridtenje supstitucija

zapisuju
Qn
Q12
Qa2
Qi
Qa6
[oF:

~ Eq ~ Es
EFy=—"—"—""E=—""—"
1 — vov01 1 — vov01

Fycos* 0 + Fysin® 0 + 2(V21E1 + 2G12) sin? @ cos® 0

(El + Ey — 4G12) sin? 0 cos? 0 + o1 Fy sin* 0 cos* 0

Eysin* 0 + 2(VglE’1 + 2G12) sin? 0 cos® 6 + Fscos* 6

(El - V21E1 —2G12) sin @ cos® 0 + (Vglﬁl - E’g + 2G12) sin® 6 cos 6
(El — vy Ey — 2G12) sin® 0 cos 0 + (Vglﬁl — By + 2G12) sin @ cos® 6
(El + Ey — 29 Fy — 2G12) sin? 0 cos® 0 + G2 sin® 0 cos? 6

(76)

(77)

(78)

2.2 Promjena elasti¢nih konstanti kompozitnog materijala s prom-
jenom orijentacije vlakana

Za zadane vrijednosti F1, Ea, Gg, v12 potrebno je odrediti vrijednosti E, Ey, Guy,Vay
pri promjeni kuta orijentacije vlakana 6. Ako u sloju vlada jednoosno stanje naprezanja
tako da je o, # 0, 0y = 04y = 0, jednostavnom tenzorskom transformacijom izvedena je

veZa

o = o0ycos>0
oy = 0y sin® 0
0g = —o0zsinfcosb

Koristenjem Hookeovog zakona za dvoosno stanje

1
€1 = E(Ul — V12072)
1
€9 = E(Jz — 121071)
e — G76
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te nakon uvrstavanja izraza (81) izvodi se

2
cos“ 0 v .
g1 = O'x< El — ESHF 9) (83)
.2
sin“f  vy9
g9 = 0’:0( 7 - E100529>
sin 6 cos 0
€ = —Op————
6 T G12
Uz primjenu transformacije
ela) = T ey (84)
slijedi
ex = cos’0s1 + sin®fey — sin O cos fzg (85)
Ey = sin? g1 + cos® feg + sin 6 cos Ocg
£s = 2sinfcosf(e; — ) + (cos®§ — sin? f)eg
Nakon uvrstavanja vrijednosti za €1,62 te €g moze se zapisati
4 -4
cos*f sin*6 . o 9 1 Vnﬂ
€x = 0 0 — —2— 86
z O’x|: £ + & + sin” 6 cos <G12 E (86)
V192 . 92 9 1 1 V12 1 ):|
€y = —0g|—= —sin“fOcos”O —+ — +2— — —
Y e [El <E1 Es Eir Gy
. V12 1 1 2 ( 1 1 V12 1 >:|
€s = —2sinfcosbo,|— + — — —cos“O| —+ —+2—— — —
° e [El Ey  2Gio Ey  Ey E1 G
Kako se radi o jednoosnom stanju naprezanja, vrijedi
B, =2t (87)
Ex
te prema izrazu (86) slijedi
1 cos’f sint@ 9 9 1 V12
— = + + sin“ 6 cos 9(—2) 88
E, E; E G2 Ey (88)
Ako se u izraz za E, umjesto 6 uvrsti (6 + §) izvodi se izraz za E,
1 sintd  cos*d 9 9 1 V12
— = + + sin“ 6 cos 9(—2) 89
E, B Es G2 B (59
Sto je za generitke vrijednosti ugljik /epoksi kompozita prikazano na sl. 5
Promjena Poissonovih koeficijenata izrazava se pomocu
€
Vay = _i (90)
odnosno . .
y y
= = — 91
Yoy Eieq Oz ( )
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240+
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Slika 5: Promjena modula elasti¢nosti u ovisnosti o kutu 6

§to daje izraz

[ . 1 1 1% 1 i
Vgy = By 512_51H2060829<El+Eg+2512_G12) (92)

te analogno prethodnom izrazu

1 1 1 \]
Vyz = By VEQ;—sinQGCOSZQ(—i-—i-?m—) (93)

§to je prikazano na sl. 6

0.261 Vyy

0.0087

0 45 90 pa] [0]

Slika 6: Promjena Poissonovih koeficijenata u ovisnosti o kutu 6

Ako se razmatra slucaj o,y # 0, 0, = 0, = 0, tada prema izrazima za transformaciju
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tenzora naprezanja vrijedi

o1 = 2sinfcosfoyy (94)
o2 = —2sinfcosfoy,
06 = —0uzy(cos®f —sin®0)

te primjenjujuéi Hookeov zakon vrijedi

1
g1 = ZSinHCOSGny(El+VEllz> (95)
1
€9 = —QSinﬂcoseaxy<Ej2+g>
g6 = (cos®f —sin? 9)@
12

a iz ovih se vrijednosti koristenjem tenzorske transformacije prema izrazu (85), vzy za-
pisuje kao

1 1
Yoy = 4sin? 0 cos® fo (EI + VE—lf + 5 + g) + (cos? § — sin? 9)2% (96)

Koristenjem odnosa

Oz
Yoy = G . (97)

Ty

slijedi nakon jednostavnih trigonometrijskih transformacija

1

1 1 1 1
:4sin2t9€os29( +V12—|— +V21—)+
G2

98
Eq Es G2 (%)

zy

Ova je ovisnost prikazana na sl. 7.
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Slika 7: Promjena modula smicanja u ovisnosti o kutu 6

3 Mikromehanika

Zadac¢a mikromehanike je da poznavaju¢i mehanicka svojstva vlakna i matrice odredi
mehanicka svojstva jednog sloja. Analiti¢ke i numericke metode su najc¢e$ée potkrepljene
eksperimentima, ¢ime se vrsi verifikacija dobivenih numerickih rezultata. Najéesée ko-
ristene metode mikromehanike jesu:

1. pravilo mjeSavina

2. metoda koncentri¢nih cilindara

3. model kvadratnog smjestaja vlakana
4. self consistent field methods

5. Halpin-Tsai jednadzbe koje definiraju gornju i donju granicu pojedinih vrijednosti

3.1 Izrazi dobiveni pravilom mjeSavina

Kao primjer izrac¢una mehanickih svojstava sloja, prikazana je najjednostavnija metoda
koja u engleskoj terminologiji ima naziv rule of mizrtures. Osnovne pretpostavke pri
postavljanju ovih izraza jesu:

1. veza izmedu vlakna i matrice je idealna
2. nema Supljina u kompozitu

3. ne razmatraju se lokalni efekti, npr. koncentracija naprezanja
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Em
2(1 +vm)’
dok je vlakno razmatrano kao ortotropno s mehanickim svojstvima: Elf = modul elasti¢nosti

u smjeru pruzanja vlakna, Eg; = modul elasti¢nosti okomito na smjer pruzanja vlakna,

IJZJ; = _%’ te Gl{;{ = modul smicanja. Ako su volumni udjel vlakna i matrice u referent-

nom volumenu definirani kao v/ i v™ tada prema pretpostavci o nepostojanju Supljina

Matrica je razmatrana kao izotropna s mehanickim svojstvima E™, v™, te G™ =

vrijedi
vl 4m =1 (99)

U daljnjoj analizi razmatraju se dva osnovna slucaja:

1. jednolika deformacija u sloju uz jednoosno stanje naprezanja (isostrain, action in
parallel)

2. jednoliko naprezanje u sloju (isostress, action in series)
Kao primjer primjene ove metode bit ¢e prikazan prvi slucaj.
3.1.1 Slucdaj jednolike deformacije u vlaknu i matrici uz jednoosno stanje
naprezanja

Osnovne geometrijske veli¢ine prikazane su slikom 8 pri ¢emu se razmatra jedan kompoz-
itni sloj diferencijalne debljine te Sirine b na koji djeluje sila F' u pravcu vlakna. Ukupna
Sirina matrice oznacena je sa >.bM, a ukupna Sirina svih vlakana kao Y)b¥. Prema
uvjetu jednolike deformacije u sloju vrijedi

el =i =eif (100)

te
05 = Ezf€lz; oy = E™ey; U(J;q = Uéq =0 (101)
Elg = —Viggus gy = —V"eu (102)

Razmatrajuéi sloj, vidljivo je da je ukupna sila F' jednaka

F=Y o™+ o’ = oyb (103)
m f
iz Cega se moze odrediti
bM bt
oy = qulzb +Elf€llzb (104)
F

Buduéi da je za sloj diferencijalne debljine kvocijent upravo volumni udjel vlakna

vf | prethodni izraz se nakon dijeljenja s ;; zapisuje

1
T — g1 — o)+ Bl = — (105)
€l S1

odnosno

1
S =

— _ 106
B + B ol (106)
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Slika 8: Geometrijske veli¢ine korigtene u izvodu pravila mjeSavina

Nadalje, iz osnovne konstitutivne jednadzbe slijedi

3
Sip = 4 (107)
ol
te ako se pretpostavi da je deformacija vlakna i matrice konstantna u smjeru ¢ (ali ne i
jednaka), ukupno je produljenje sloja u smjeru q jednako

eqqb =Y el M+ empM (108)
f m

te se nakon uvrstavanja izraza (104) i (108) u (107) i sredivanja dobija vrijednost Si2
l/l};Uf + vMy™

Sip=——F—7"—"
Elfvf + Emym

(109)

Analizom izraza (106) te (109) vidljivo je otkuda naziv metode pravilo mjesavina: poje-
dine komponente matrice elasti¢nosti (podatljivosti) se iz odgovarajucih vrijednosti, koje
odgovaraju vlaknu i matrici, dobivaju mnoZenjem s njihovim volumnim udjelima.
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4 Makromehanika kompozita

Zadaéa je makromehanike kompozita da poznavajuéi mehanicka svojstva svih pojedinih
slojeva, njihovu debljinu te usmjerenost vlakana u globalnom koordinatnom sustavu,
odredi mehanicki odziv ¢itavog kompozita: vrijednosti komponenti tenzora naprezanja i
deformacija u slojevima, iz kojih se onda odreduju vrijednosti sila i momenata (zbirno
za Citav kompozit).

Uvodni izrazi teorije elasti¢nosti, za dvodimenzionalni slucaj glase:

ou
= 110
= 92 (110)
ov
=__ 111
€y ay ( )
ou  Ov
=— 4+ — 112
Ty dy + Ox (112)
1,0u 0Ov
=—(7—+ = 113
U indeksnom zapisu koriste¢i operator deriviranja izrazi glase:
€11 = U1,1 (114)
€22 = U22 (115)
1
€12 = §(u1,2 +ug21) (116)
ili koristeéi opéeniti zapis:
1
eij = 5 (Ui +uj;) (117)
Konstitutivna jednadzba u najopéenitijem slucaju zapisana je:
oij = Cijrigri (118)
U sazetom zapisu, ove matrice glase:
O'Z'j = Om (119)
€kl = €n (121)

pri ¢emu vrijedi, koristeéi Voightovu konvenciju za sazeti zapis komponenti tenzora
naprezanja

Tm = Counén (122)
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Tablica 5: Tablica promjene indeksa
ij ili kI | 1122 ]33 [23 31|12
miin|1[2]3]4]5]6

4.1 Veza izmedu inZenjerskih konstanti i matrice elasti¢nosti

a) Uz pretpostavku o1 # 0; 09 = 012 = 0 vrijedi

o1 = Quer+ Qr2e2
o2 = Qr2e1 + Q2262. (123)

Rjesavanjem ovog sustava jednadzbi dobiveno je

S Q22 o
Q11Q22 — Q%z
Q12
€9 = ———————071. 124
? Q1iQ2 — Q% (124
a buduéi da vrijedi F; = % tada je
1
N2
Q22
g2 Q12
Vo=V = —— = —— 126
2 ! e1 Q22 (126)

b) Uz pretpostavku:og # 0;01 = 012 = 0 moze se izvesti

oy QuQxn — Qi

Ey = - 2= 127
T e Q11 (127)
€1 Q12
vyl =1y = —— = 22 128
2 2 €2 Q11 ( )
¢) Uz pretpostavku:oi1a = 06 # 0;01 = 02 = 0 vrijedi

on
Go = — = Qes (129)

€6

4.2 Izvod simetrije tenzora elasti¢nosti i podatljivosti

Konstitutivna jednadzba prema (122) glasi

o1 = Cise; (130)
te je diferencijal gustocée energije deformiranja

dW = o;de; (131)

dW = Cij&“jdé“i (132)
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a gustoca energije deformiranja

1
W = §Cij5i5j (133)
§to nakon primjene operatora deriviranja BN glasi
[
ow

te nakon primjene parcijalnog deriviranja po ¢; slijedi

*wW

861'86]' — i (135)

Ako se konstitutivna jednadzba zapiSe u obliku
05 = Cji&j (136)
te provede postupak deriviranja dobiva se izraz

*w

e0e, — Cii (137)
€50€;

Koristenjem komutativnosti deriviranja i usporedbom izraza (135)i (137) proizlazi simetrija

tenzora elasticnosti C;; = Cj;. Ako se konstitutivna jednadzba zapisuje koristec¢i tenzor

podatljivosti, vrijedi

e = Sijo; (138)
1

W = 552']'0'1'0']' (139)

dW = Eiddi = Sijajdai (140)

ow

£ = S;j0; (141)
*W

—— =5, 142

8@8@ SJ ( )

te se koristenjem istog postupka kao kod tenzora elasti¢nosti, zapisom
€5 = 0ji04 (143)

uz koristenje komutativnosti mnozenja pokazuje simetrija tenzora podatljivosti, odnosno

Sij = Sji.
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4.3 Analiza laminata - definiranje sila i momenata

Izrazi izvedeni u ovom poglavlju sluZe za definiranje naprezanja, deformacija te sila i mo-
menata u viseslojnom kompozitu. Nadalje, analiza ovih veli¢ina dokazat ¢e zasto postoje
odredeni tipovi rasporeda slojeva (npr. simetri¢ni) koji su dominantni u konstrukcijama.
Osnovne pretpostavke koristene pri izvodenju osnovnih izraza teorije laminata su sljedece:

1.

2.

Ako su komponente tenzora deformacija definirane kao

srednja povrSina

Ex =

€z

Yoy =

Yz =

Yyz =

prema Kirchhoffovoj pretpostavci vrijedi

u = ug(x,y) + ZFl(.ZL‘,y)

_ Ou
Oz
ov
dy
ow
T oz
ou Ov
ay " or
ou Ow
0z "o
ov  Ow
2: "oy
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laminat je u stanju ravninskog naprezanja
nema klizanja medu slojevima
. normala na laminat ostaje okomita i ravna za vrijeme deformiranja §to dovodi do
Yoz = Vyz = 0
. pomaci u ravnini laminata su linearna funcija koordinate z (Kirchhoffova pret-
postavka)
+ h / laminata
y X o
-h
V4

Slika 9: Osnovni pojmovi viseslojnog kompozita

(144)
(145)
(146)
(147)
(148)

(149)

(150)



N

| -

Slika 10: Definicija radijusa zakrivljenosti py

v = ’UO(:B7y) + ZF2(x>y)

te prema
0 ow
Yoz = 0= o-[uo(,y) + 2Fi (2, y)] + 5
ow
F —_— =
1(1.7 y) + or 0
ow
F; = ——
1(%‘,3}) or
odnosno 5 P
w
,=0= = ) F: ; .
Ty 5 [vo(@,y) + zF2(z,y)] + 3y
0
Fy(z,y) + 5 =0
dy
ow
I - _Z7
2(x7y) ay
Primjenom dobivenih izraza vrijedi
ou 0 0 0
er = 5o = goluo + 2@ y)] = o-fuo + 2(=50)

oxr Oz ox ox
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(152)
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(154)
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. 6u0 aQUJ

Zv_ - _.0
€0 = 5 T Fg =€ + 2Kg (159)
t
) v 8 ) ow
&y = oy @[”0 + 2 by (2, y)] = @[UO + Z(—(ny)] (160)
Ovg Pw
Ey: aiy—zaiw :é—y‘i‘Z/ﬂy (161)
Analogno
ou Ov 0 0 OJug  Ovg 9w 9w
s = oy — _— = — F R — F = — _ —
c Ty Yy * ox Oy [wo +2F] + ox [vo + 2F%] oy + ox Z@y@az Z@m@y
N L (162)
= 'ny zayax = ’ny ZRzy

Ovdje se veli¢ine s indeksom © odnose na deformaciju srednje povrsine laminata dok su
K veli¢ine koje definiraju zakrivljenost srednje povrsine laminata

0w
0w
Ry = —TyQ (164)
0w
—9 1
Kay 20y (165)
ili u matri¢noj formi
€z o Ky
Ey ¢ = E(é +z9 Ay (166)
Yoy €s Ky

(napomena: veza izmedu komponenti tenzora zakrivljenosti i tenzora radijusa zakrivl-
jenosti jest ki; = 1/psj)
4.4 Konstitutivna jednadzba viSeslojnih kompozita

Na slikama 11 i 12 prikazani su sile i momenti u komozitu, definirani u globalnom koor-
dinatnom sustavu (z,y,z). Tada se deformacije i naprezanja zapisuju izrazima

e = €% + 2K (167)
ok = Qe = Qile” + 25 (168)
Definicija sila i momenata: .
A (169)
;
N, = / L oydz (170)
3
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Slika 13: Osnovni pojmovi vezani uz izvod teorije laminata
%
My, = / . Oayzdz (174)
32
Sile u laminatu moguce je odrediti koristenjem izraza
Ny n o hy Oz noone | Qu Qia Qug £
Ny = Z/ O-y dZ == Z Q22 QQﬁ 88 dZ ‘I—
Nzy k=1 P Ozy k k=1 s sim. QGG k 62
n_ rhy Qn Qm Qm Ka
+ Z/ QRaz Qo Ky ¢ 2dE175)
k=1"P—1 | gim. Q66 k Rs
odnosno
Nw . hk n — hk
N, = Z kao/ dz + Z Qkﬁ/ zdz (176)
Ny k=1 he—1 k=1 K—1

a buduéi su €° i x definirani za srednju povrdinu laminata, i stoga neovisni o podruéju

integriranja, vrijedi

no_ hi n_ 22 hi
N:[Zka ]50+[2Qk ]/{ (177)
k=1 hi—1 k=1 2 hip_1
N =Ac + Bk (178)
gdje su matrice A i B definirane

A=Y Qulhx —hi1) (179)

k=1

1 e~

B =22 Qi —hi) (180)

k=1
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Na isti se nac¢in definiraju izrazi za momente

M, n_ el Oz N rhy Qu Qn 916 £
M, = Z/ oy zdz = Z Q@22 Qo6 88 zdz +
Mwy k=1 hi—1 Oxy k k=1 hie—1 stm. Q66 k 8(5)
N rhy Qu 912 @6 Ka )
+Z/ Q22 Qo6 Ky ¢z df181)
k=1"M—1 | gim. Q66 k Rs
Mx no_ hi no_ hi
M, 3= Z Qkao/ zdz + Z Qk/i/ 22dz (182)
M, k=1 hk—1 k=1 he—1
no_ 2,2 hp no_ Z3 hg
M:[ZQk ]50+[2Qk ]ﬂ (183)
k=1 2 hp—1 k=1 3 hi—1
M =B + Dx (184)
pri ¢emu je matrica D definirana
1l s s 3
D= gZQk(hk_hk—l) (185)
k=1

Matrice A, B, D nazivaju se istezna (extensional), spregnuta (coupling) te savojna
(bending) krutost (stiffness). Ovi se izrazi mogu zapisati u obliku submatrica:

SINERITY o

odnosno prikazano sa svim elementima matrica

N, [ A1 A A Bin Bz Big ] o
Ny Azy  Azs DBia Bas Bag e
Nay | _ Ae6  Bic Bas DB £ (187)
M, D1y D12 Dis Ky
My sim. D22 D26 Ry
Mxy L Deg | Ry

Koristenjem ovog izraza izraz za silu NV, glasi
Ny = A€l + A12€2 + A16€% + Bi1kz + Biaky + Bigkay (188)

Ponekad je potrebno deformacije srednje povrgine prikazati pomocéu sila i momenata.
Ovu vezu daje izraz

el [ An %12 416 @11 ]-?12 §16 N,
e Az Az Bz B B N,
£y _ Age Bis Bas Bes Ny (189)
Kz D11 D12 Dig M,
Ky sim. Doy Dag M,
KRay i 1566 ] My
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ili pomoc¢u submatrica

——
x g
—
I
wuhih=
w)fws)

3 8)(2)

- -1
A B

= [ B D 1 (191)
Analiziranjem izraza A, B i D, dolazi se do sljedec¢ih zakljucka:
1. pri analizi matrice A bitni ¢lanovi jesu Q1;, @12, Q1 @22, Qag, Qg dok je razlika hy —
hi_1 uvijek pozitivna. Analizom izraza (78) na str. 25 koji definiraju Q1, Q12, Q9, Qgs
uoéljivo je da su oni uvijek parne funkcije kuta vlakna 6 dok su Q4 i Qo neparne
funcije od 0. Nadalje vrijedi da su Q15 i Qo6 za 6 = 0 ili 90° jednaki nuli. Ovo znadi
da ¢e za svaka dva sloja jednake debljine d koji se nalaze sa suprotnih strana od srednje
povrsine laminata, a sa suprotnim predznakom vrijednosti kuteva vlakana (—6 te +6),
¢lanovi matrice A, Ajg, Agg, biti jednaki nuli (vidjeti sliku 14). Poopceno, ako se sa
suprotnih strana od srednje povrSine laminata nalaze parovi slojeva jednake debljine,
ali sa suprotnim predznacima kuteva vlakana, ukupni Ajg = Agg = 0 za Citav laminat.
Vazno je napomenuti da razmatrani parovi slojeva ne moraju biti jednako udaljeni od
srednje povrSine laminata, veé je dovoljno samo da imaju istu debljinu te jednak kut
vlakna, ali suprotnog predznaka.

2. Analiza matrice B. Analiza pokazuje da je

pri ¢emu vrijedi

o

a

-0

Slika 14: Antimetri¢ni raspored za jedan sloj - analiza A

(hi —hi_1)>0 za 2<0
(h3 —hi_1)<0 za z>0 (192)
te uzevsi u obzir razmatranje @ij u analizi matrice A vidljivo je da ¢e za parove slojeva

koji su jednake debljine, jednako udaljeni od srednje povrsine laminata, ali sa suprotne
strane, te istog kuta vlakna +6, vrijediti da su svi ¢lanovi B;; matrice B jednaki nuli.
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primjer antimetricnog
laminata

+45 [
) -30
4‘7 +15 YL
/ - 15 \
K +30 J
_45 (

Slika 15: Antimetri¢ni raspored slojeva

Ovakav se laminat naziva simetri¢ni i spada u najcescée koristene tipove laminata.

Temeljem ovog razmatranja vidljivo je da ne postoji optimalan nacin rasporeda slo-
jeva. U slucaju simetri¢nog laminata ostvareno je B;; = 0, ali elementi matrice A nisu
jednaki nuli, osim ako se radi o slojevima pod 6 = 0 ili 90°.

3. Analiza matrice D. Kod ove matrice vrijedi uvijek da je izraz

(R} —h3 1) >0 (193)

bez obzira s koje strane se srednje povrsine laminata nalazi razmatrani sloj, te vrijedi
isto razmatranje kao i kod razmatranja elemenata matrice A. Stoga, za dva sloja jednake
debljine koji se nalaze sa suprotnih strana od srednje povrsine, te im je kut vlakna isti ali
sa suprotnim predznakom vrijedi da ¢e tada Q5 = Qo4 = 0, te ¢e stoga ako se laminat
sastoji od takvih parova slojeva i ¢lanovi D1g = Dog = 0 za Citav laminat. VazZna je
razlika u odnosu na raspored slojeva kod razmatranja matrice A da ovdje parovi slojeva
moraju biti jednako udaljeni od srednje povrSine laminata. Ovakav raspored slojeva
naziva se antimetri¢nim (slika 15) .

Vazan je i kvaziizotropni raspored slojeva (slika 16), kod kojeg je n slojeva rasporedeno
pod medusobnim kutem 7 te specijalni ortotropni sloj ¢ime se oznacava jedan sloj kod
kojeg su vlakna pod kutem 6 = 0 ili 90° u odnosu na referentni koordinatni sustav.

Primjer: Kompozit [0/90]s izraden je od ugljik/epoksi materijala kojem su mehanicka
svojstva zadana kao F7 = 155 GPa, Fy = FE3 = 12.1 GPa, vio =113 = 0.248 |
vo3 = 0.458, Gaz = 3.2 GPa, G13 = G2 = 4.4 GPa. Potrebno je odrediti naprezanja
po slojevima ako je zadana deformacija srednje povrsine £ = 0.001, dok su sve ostale
deformacije i zakrivljenosti jednake 0. Svi slojevi su jednake debljine 0.15 mm.
Rjesenje: Prema izrazima (168) vrijedi

O Qu Qi Qu ey + zhy
oy = Qa2 Qo £y + 2ky (194)
Oy stm. Qs6 eV + 2Ky
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4 =45° 3=90° 2 = 45°

1=0°

Slika 16: Kvaziizotropni raspored slojeva

Slika 17: Raspored slojeva

odnosno uzimajuéi u obzir da je samo €2 # 0, izraz se svodi na

Oz Qn Qn QIG £s
Oy = Q22 Qo 0 (195)
Ozy stm. QGG 0

Obzirom da se razmatra kompozit sa slojevima pod 0 i 90°, matricu Q, koja je definirana
u globalnom koordinatnom sustavu (z,y, z), direktno je moguce odrediti iz matrice Q,
kako slijedi:

1. za sloj pod 0°, Qg jednaka je matrici Q, te vrijedi

Og Qun Q12 0 el
O‘y = Q22 0 0 (196)
Tmy stm. QGG 0
§to daje
0, = Quied =155.7MPa (197)
oy = Q262 = 3.02MPa (198)
Toy = 0 (199)
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2. za sloj pod 90°, matrica Qg izvodi se iz Q, pri ¢emu su samo elementi Q17 i
(22 zamijenili mjesta, zbog rotacije koordinatnog sustava za 90°, te se izraz za
naprezanja zapisuje

Ox Qe Q12 0 el
oy = Qu 0 0 (200)
Tay sim. Qs 0

0r = Qoed =12.16MPa (201)
oy = Q262 = 3.02MPa (202)
Tey = 0 (203)
155.7 Oy
= 1216
0 50 100 150 200 [MPa]
3.02
O,

0 1 2 3 4 5 [MPa]

Slika 18: Raspodjela naprezanja po slojevima

Raspodjela naprezanja po debljini slojeva je konstantna (slika 18). Iz izrac¢unatih vri-
jednosti vidljivo je da su naprezanja o, u sloju pod 0° znatno veca od naprezanja u
sloju pod 90° &to proizlazi iz jednakosti duljinskih deformacija ¢, = €% te su naprezanja
veca u sloju koji ima veéi modul elasti¢nosti u pravcu osi x. S druge strane, jasno je
da moraju postojati i vla¢na naprezanja o,. Naime, zbog Poissonovom koeficijenta tre-
bala bi se pojaviti negativna (popre¢na) deformacija u smjeru osi y. Buduéi su, prema
zadanim rubnim uvjetima, sprijeCene deformacije u smjeru osi y, mora se pojaviti vla¢no
naprezanje oy.

Primjer: Kompozit [0/90], izraden je od ugljik/epoksi materijala kojem su mehanicka
svojstva zadana kao E; = 155 GPa, Ey = FE3 = 12.1 GPa, vis =vi3 = 0.248 |
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o3 = 0.458, Gas = 3.2 GPa, G153 = G2 = 4.4 GPa. Potrebno je odrediti naprezanja
po slojevima ako je zadana zakrivljenost srednje povrgine x; = 3.333 m~! dok su sve
duljinske deformacije i preostale zakrivljenosti jednake 0. Svi slojevi su jednake debljine
0.15 mm.

Rjesenje: Ponovno je prema izrazu (168) mogude zapisati

o Qu Qi Qe €y + 2ha
Oy (= Ry Q2 52 + 2ky (204)
Oy sim. Qs6 €V + 2hay

odnosno uzimajuéi u obzir da je samo k, # 0, izraz se svodi na

Oz Qn Qm Qlﬁ Zkg
Oy (= Qa2 Q6 0 (205)
Oy sim. Qo6 0

Komponente matrice Q za slojeve pod 0 i 90° odredene su na isti na¢in kao i u prethod-
nom primjeru.

1. za sloj pod 0°, Qg jednaka je matrici Q, te vrijedi

Oz Qu Q12 0 2Ky
oy b= O 0 0 (206)
Tay stm. Qe6 0
§to daje
o = Qiizkg =155.7-3.33 2 (207)
oy = Qi2zky =3.02-3.33-2 (208)
Toy = 0 (209)

Ovo za svaki sloj daje po dvije vrijednosti za svako naprezanje u ovisnosti o vri-
jednosti koordinate z.

2. za sloj pod 90°, matrica Qg izvodi se iz Q, pri ¢emu su samo elementi Q17 i
(22 zamijenili mjesta, zbog rotacije koordinatnog sustava za 90°, te se izraz za
naprezanja zapisuje

Oz Q22 Q12 0 2Ky
o, b= Oun 0 0 (210)
Tay sim. Qs 0

0y = Qopzky =12.16-3.33 2 (211)
oy = Qiazk; =3.02-3.33-2 (212)
Tey = 0 (213)
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Tablica 6: Vrijednosti naprezanja

o] | 0 | 90 | 90 | 0
z [mm] | Zmin=-0.3 | Zmaz= -0.15 | Zmin=-0.15 | Zmaz= 0 | Zmin=0 | Zmac=0.15 | 2min=0.15 | Zimac
o, [GPa] | -15554 | 7777 | 607 | 0 | 0 | 607 | 77177 | 155
oy [GPa] | 302 | -151 | 151 | o0 | 0 | 151 | 151 | 3

Raspodjela naprezanja po debljini slojeva je linearna (slika 19). Vrijednosti pojedinih
naprezanja definirani su tablicom .

Negativna vrijednost naprezanja o, za z < 0 fizikalno se moZe objasniti kao i u teoriji
savijanja greda. Za razliku od prethodnog primjera, naprezanja o, imaju razlic¢it predz-
nak u ovisnosti o predznaku koordinate z. Vrijedi ista analiza djelovanja Poissonovog
efekta kao i u prethodnom zadatku, no bududi da o, nema isti predznak, mijenja se i
predznak o,. Linearna promjena o, po debljini rezultat je linearne promjene duljinske
deformacije €.

4.5 Kriteriji popustanja kompozita

Za razliku od izotropnih materijala (tehnickih metala) kod kompozita su mehanizmi
popustanja materijala bitno drugaciji, i ne mogu se opisati klasi¢nim pristupom kao krhi
ili duktilni lom. Samim tim Sto se radi o spajanju Cesto velikog broja slojeva (i do
nekoliko stotina), a niti sam sloj nije homogen ve¢ se sastoji od barem dva konstituenta,
jasno je da se popustanje moze dogoditi na vrlo razli¢ite nac¢ine. NajeS¢e se razmatraju:

e lom matrice
e pucanje vlakna
e izvlalenje vlakna

e delaminacije, pri ¢emu dolazi do odvajanja slojeva - kod zrakoplovnih konstrukcija
vrlo su opasna jedva vidljive udarna ostecenja (Barely Visible Impact Damage), koji
se mogu sastojati od delaminacija i od loma matrice koji prethodi delaminacijama

Danas je razvijen vrlo velik broj kriterija popustanja (nekoliko stotina) od kojih su neki
specifi¢ni, dok su ostali opéenitiji i vige prihvaceni u inZenjerskoj praksi. Najpoznatiji i
najsire prihvaceni kriteriji popustanja jesu:

e kriterij maksimalnih naprezanja

e kriterij maksimalnih deformacija

Tsai-Hill kriterij

Tsai-Wu kriterij

Puck-ov kriterij

Hashin-ov kriterij itd.
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Ex107]

-1000 0 1000
-155.5
O,
-77.8 | -6.07
6.07 77.8

155.5]
-150 -100  -50 0 50 100 150 [MPa]
y
-3.02 -1.51 0 1.51 3.02 [MPa]

Slika 19: Raspodjela naprezanja po slojevima

Kriteriji se uvijek postavljaju za jedan sloj, naprezanja su definirana u glavnom materi-
jalnom sustavu, te je nuzno poznavati 5 parametara ¢vrstoce:

e X, = vlafna ¢vrstoéa u pravcu vlakna
e X, = tladna ¢vrstoéa u pravcu vlakna
e Y, = vla¢na ¢vrsto¢a okomito na pravac vlakna

Y. = tlac¢na ¢vrstoca okomito na pravac vlakna

e S — smiéna ¢vrstoéa
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ili pet parametara deformacija, ako se postavlja kriterij pomoc¢u dopustenih deformacija
e X, = dopustena vlatna deformacija u pravcu vlakna
e X.. = dopustena tla¢na deformacija u pravcu vlakna
e Y., = dopustena vla¢na deformacija okomito na pravac vlakna
e Y.. = dopuStena tla¢na deformacija okomito na pravac vlakna
e S. = dopustena kutna deformacija

Genericke vrijednosti ¢vrstoc¢e kompozitnih materijala prikazane su u Tablici 7.

Tablica 7: Uobi¢ajene vrijednosti ¢vrstoée kompozita

T300/epoksi  kevlar/epoksi

X, [GPal 15 14
X, [GPa] 15 -0.235
Y, [MPa] 40 12
Y, [MPal -246 -53
S [MPal 48 34

Bitna razlika u odnosu na kriterije definirane kod izotropnih (metalnih) materijala jest da
vrijednosti naprezanja koje ulaze u kriterije nisu glavne (svojstvene) vrijednosti tenzora
naprezanja veé¢ vrijednosti naprezanja u sustavu glavnih materijalnih osi jednog sloja.

4.5.1 Kriterij maksimalnog naprezanja

Kriterij se najvige primjenjuje kod jednoosnog optereéenja i kaze da do popustanja nece
do¢i ako je ispunjeno:
o1 < X
za o >0 09 <Y} (214)
|7'12’ < S

g1 > Xc
za 0 <0 o9 > Y. (215)
|7‘12’ < S

Nedostatak ovog kriterija je da ne daje dovoljno pouzdane rezultate kad se radi o dvoos-
nom slu¢aju optereéenja. Ako optere¢enje nije u pravcu jedne od glavnih materijalnih
osi, ve¢ pod kutem 6 u odnosu na os I (slika 20), moguce je zapisati

o1 = ogcos’h <X (216)
oy = ogsin?l<Y
T1a = —ogzsinfcosf < S
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Slika 20: Opterecenje koje ne djeluje u pravcu glavnih materijalnih osi

iz Cega slijedi uvjet da o, smije imati maksimalnu vrijednost koja je jednaka

X

% < oh (@17)
- Y
o .
* sin 6
S
o P
v sin @ cos 0

U ovim izrazima X, Y, S se koriste kao tlacno ili vla¢na ¢vrstoca, u ovisnosti o predznaku
0z, a kojeg zapisujemo pomocu apsolutne vrijednosti. U tom se slucéaju i vrijednost
naprezanja o, zapisuje svojom apsolutnom vrijednogéu. Usporedba s eksperimentalnim
podacima pokazala je da ¢e kriterij davati najbolje vrijednosti za 6 = 0 ili 90°, dok ¢e
podudaranje s eksperimentima biti najslabije pri 8 = 45°. Povr§ina popuStanja moZe se
prikazati slikom 21.

4.5.2 Kriterij maksimalnih deformacija

Postoji velika slicnost s kriterijem maksimalnih normalnih naprezanja. Sva ograniCenja
u primjeni koja su navedena kod tog kriterija vrijede i kod kriterija maksimalnih defor-
macija. Do popustanja neé¢e doéi ako je ispunjeno:

e < th
za €>0 €9 < Yzt (218)
|56| < Ss

g1 > Xee
za <0 g9 > Y, (219)
|86‘ < Sg
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o,
Y[
G,
Xt
Y.
o,
Yl
S N
Y.

Slika 21: Povrsina popustanja kod kriterija maksimalnih naprezanja

Pomocu
1
g1 = E(UI_VIQUQ)
1
€2 = 5(02*@101)
e = E
G2

te koristedi transformaciju za o, kako je prije definirano, moze se zapisati

1

g1 = —(cosQ 0 — vy sin? 0)oy
E
L. 2
g9 = —(sin”0 — vy cos” 0o,
Es
1 .
€g = ———sinfcosfo,
12

te znajudéi da u linearno elasti¢nom podrucju vrijedi

X
X = =
€ B
Y
Y. = —
)
S
g = 2
: Gi2
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dobivaju se iz izraza (221) maksimalne vrijednosti dozvoljenog naprezanja o,

€1 < Xgy (223)
1 2 - 2
E(cos 0 — v19sin® 0)o, < Xy (224)
(cos2 0 — vy sin? 0)o, < Xt By (225)
Sto uzevsi u obzir izraz (222), te zapisano i za preostala dva uvjeta, daje
X
o 226
v cos2 6 — vy98in? 0 (226)
Y
o
* sin? @ — vy cos2
S
o 2
v sin @ cos 6

Usporedba s eksperimentalnim vrijednostima dovodi do sli¢nih zakljucaka kao i kod
kriterija maksimalnih naprezanja - najbolje je podudaranje kod 8 = 0 ili 90°, dok ¢e
podudaranje s eksperimentima biti najslabije pri # = 45°. Povrsina popuStanja ima isti
oblik kao i kod kriterija maksimalnih normalnih naprezanja, samo $to se umjesto vrijed-
nosti ¢vrstoée, upisuju vrijednosti deformacija. Dopustene deformacije nekih kompozita
prikazane su Tablicom 8.

Tablica 8: Uobicajene vrijednosti dopustenih deformacija kompozita

T300/epoksi  kevlar/epoksi

Xt [1079] 8.29 18.42
Xee [1073] -8.29 -3.09
Yz [1079) 3.88 2.18
Yee [1073] -23.88 -9.64
S, [1073] 9.48 14.28

4.5.3 Tsai-Hill Kriterij

Ovaj kriterij koristi se u sluc¢aju troosnog stanja naprezanja i spada u skupinu energetskih
kriterija popustanja. Kriterij kaze da do popustanja kompozitnog sloja neée doéi ako je
ispunjen uvijet:
(G+ H)o? 4 (F + H)o2 + (F + G)o2 — 2Hoy09 — 2Go103— (227)
—2F 0903 + 2075 + 2M 713 + 2N18, < 1
gdje su parametri F'... N definirani iz ¢vrsto¢e materijala. Njihove vrijednosti dobivene

su tako da se razmatraju slucajevi jednoosnog stanja naprezanja. Tako se iz uvjeta
o1 # 0, uz sve ostale komponente tenzora naprezanja o;; = 0, dobiva

1
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Ako se postupak ponovi i za ostale komponente tenzora naprezanja, izvode se relacije

1
2N = o (229)
1
1
iz kojih se dodatnim sredivanjem izvode izrazi
1 1 1
1 1 1
= mte
1 1 1
= mtp

X,Y, Z predstavljaju parametre ¢vrstoée. Kod ovih parametara nisu naznaceni indeksi
()¢ odnosno (); buduéi da se oni dodjeljuju ovisno o predznaku odgovarajuc¢eg naprezanja.
Parametar Z nije prije definiran, i predstavlja ¢vrstoc¢u u smjeru okomito na ravninu sloja
(u pravcu & koji se definira vektorskim produktom vektora smjera glavnih materijalnih
osi 11 2). Za jedan sloj, koji je u ravninskom stanju naprezanja, Tsai-Hill kriterij glasi
2 2 2

01 0'10'2 02 7-12 ¢

X2 X2 +W+§<1 (231)
te prema analogiji sa prijasnja dva kriterija popustanja, ako djeluje samo naprezanje o,
pod kutem 6 u odnosu na os 1, kriterij se zapisuje

sin* @ 1
Y2 <52

T

e 1 1
%—i—(?—ﬁ)sinQGCosQH—i—

(232)

4.5.4 Tsai-Wu Kriterij

Ovaj kriterij naziva se jo$ i tenzorski ili kvadratic¢ni kriterij popustanja i spada medu
najcesce koristene kriterije. Tenzorski (indeksni) zapis kriterija jest

Fio; + FijO'Z'O'j =1, 1,7 =1,6 (233)
u kojem se slucaju zapis kriterija sastoji od 42 ¢lana
Fioy+ Foos + ...+ Fgo + ...+ Fl10101 + Fioo109 + ... 4+ Fggoe06 = 1 (234)

U ovom su izrazu F; te F;;, parametri u koje ulazi ¢vrstoc¢a kompozita. Ako se razma-
tra samo jedan sloj u ravninskom stanju naprezanja, ostaju samo indeksi 1,2,6 (prema
sazetom zapisu kako je definirano tablicom 5 na str.33) te se kriterij zapisuje

Flal -I-FQO'Q+F60'6+F110'%+F220'5+F660'(23+2F120’10’2+2F16010'6+2F26020'6 =1 (235)

Detaljnom analizom moze se pokazati da je Fig = Fos = 0. Vrijednosti parametara
dobivaju se na sli¢an nacin kao i kod Tsai-Hill kriterija.
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Ako se razmatra slucaj o1 # 0, uz sve ostale komponente tenzora naprezanja o;; = 0,
jasno je da najveca moguca vrijednost koju ova komponenta naprezanja moze poprimiti,
a da nije narugen kriterij ¢vrstoc¢e, mora biti X ili X, (ovisno o tome da li je naprezanje
tla¢no ili vlatno).Tsai-Wu kriterij tada daje dva izraza (jedan za pozitivan, a drugi za
negativan predznak o)

X, +FnuXt = 1 (236)
FlXc—l-FHXCZ 1

RjeSenje ovog sustava predstavljaju vrijednosti Fi te Fig

1 1

R = —+4+ = 2
1 X, + X, (237)
1
Fhn = -
11 X, X,

Ponavljanjem istog postupka uz oy # 0 odreduju su parametri

1 1
P = —+—
2 Y + Y, (238)
1
Foy = —
22 Y.y,
te uz og # 0 slijedi
1
Fe = 52 (239)

Parametar Fg mora biti jednak 0 jer bi u suprotnom vrijednost lijeve strane izraza
(235) ovisila o predznaku posmi¢nog naprezanja og, §to fizikalno nije moguce (predznak
posmi¢nog naprezanja ne smije utjecati na rjeSenje). Parametar Fi ne moze se odrediti
uniaksijalnim testovima, veé¢ bi se morao provoditi biaksijalni test kod kojeg je npr.
o1 = 09 = 0, dok je 0g = 0. Uvrstavanjem u kriterij popustanja izvodi se izraz

(F1 + Fy)o + (Fi1 + Faa + 2F12)O'2 =1 (240)

§to nakon sredivanja daje

F—11(1+1+1+1)+<1+1)2 (241)
127 952 X, X, v v.) " \xx. " w.)’

Drugi zapis parametra Fio koji se ¢esto koristi glasi

1
Fiz = =5V FulFn (242)
u kojem se slucaju Tsai-Wu kriterij zapisuje u obliku koji se i najcesée koristi
Fio1 + Fyoy + F1107 + Fag03 + Fgeog — /Fi1Faoios = 1 (243)

Karakteristike Tsai-Wu kriterija:

53



1. kriterij ne indicira na¢in na koji ¢e sloj popustiti ve¢ samo naprezanje kod kojeg
¢e sloj popustiti

2. kriterij je postavljen samo jednim izrazom §to dovodi do znatno jednostavnije prim-
jene

3. ako treba odrediti najveée dopusteno naprezanje, kriterij uvijek daje dva rjeSenja
- jedno s pozitivnim, a drugo s negativnim predznakom

Ovo je moguée pokazati jednostavnim primjerom. Za sloj kod kojeg je poznato da je
01 =0, a 03 = 0g = 0, potrebno je odrediti maksimalnu vrijednost ;1. Prema Tsai-Wu
kriteriju vrijedi

Fio+Foi=1 (244)

rjeSavanjem kvadratne jednadzbe odreduje se o

—F £ \/F‘2 + 4F1,
! (245)

2

g =

sto nakon uvr§tavanja vrijednosti za Fj i F1; pomocu ¢vrstoca sloja, izrazi (237),
daje dva rjesenja:
or=X; odnosno o57r=X, (246)

Povrsina popustanja u koordinatnom sustavu (o1, 02, 712) ima oblik elipsoida prema
sl. 22, dok za 712=0 poprima oblik elipse prema sl. 23. Na ovoj slici oznaéeno Srafi-
rano podrucje predstavlja ono kod kojeg zbog interakcije naprezanja o1 i 09 neée dodi
do popusStanja kompozita ¢ak i kada vrijednosti pojedinih naprezanja prelaze vrijed-
nosti ¢vrstoc¢e (napomena: usporediti kod HMH kriterija za izotropne materijale slucaj
troosnog stanja naprezanja kada sve tri komponente normalnog naprezanja imaju istu
vrijednost, a posmicna su naprezanja jednaka nuli - bez obzira na njihovu veli¢inu, necée
do¢i do loma)

Primjer: Prema kriteriju maksimalnog naprezanja i Tsai-Wu kriteriju potrebno je
odrediti maksimalnu aksijalnu silu P kojom se smije opteretiti cijev prema slici. Materijal
cijevi je ugljik /epoksi s rasporedom slojeva [£20/03]s. Polumjer srednje povrsine cilindra
R = 25 mm, a debljina jednog sloja h = 0.15 mm, slika 24.

Rjesenje: Cvrstoca sloja u glavnom materijalnom sustavu definirana je tablicom 9.

Tablica 9: Cvrstoca sloja
X [GPa] X, |[GPa] Y; [MPa] Y. [MPa] S [MPa]

1.5 -1.25 40 -246 48

Prema teoriji membranskih naprezanja ljusaka jedino naprezanje koje se u cijevi javlja
jest meridijansko, te je meridijanska sila N, dobivena iz sume sila u pravcu osi ljuske

P

Np=—
YT SRy

(247)
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Slika 22: PovrSina popuStanja prema kriteriju Tsai-Wu

| 0, [MPa]
+200
/H o, [GPa]
B ! B
+ -100
-200

Slika 23: Krivulja popuStanja prema kriteriju Tsai-Wu uz 710 =0

Lrj=la B 1) 0

koriste¢i uvjete da su M = 0 (poznavajuéi opterecenje), te B = 0 (zbog simetri¢nog
rasporeda slojeva), izraz se zapisuje

SRR =
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=1,5mm

== €

Slika 24: Shematski prikaz opterec¢enja i rasporeda slojeva

iz Cega slijedi da je i vektor zakrivljenosti k =0. Kona¢no se zapisuje

N = A£° (250)
odnosno
f=A"IN (251)
te
c=QA'N (252)

U potetnom razmatranju uz P = 1 N, dobiva se N, = 6.37 N/m, a vrijednosti naprezanja
po slojevima, koristeéi izraze definirane u teoriji laminata, su izra¢unate i prikazane u
Tablicom 10.

Tablica 10: Naprezanja po slojevima u [Pa]
| o1 o9 6
+20° | 3830 -112.3 -148.7
-20° | 3830 -112.3 +148.7
0° | 4770 -168.6 0

Bududi su ove vrijednosti dobivene uz jedini¢nu silu P, postavlja se pitanje kojim mak-
simalnim faktorom p se smije pomnoZiti tu jedini¢nu silu da bi jo$ uvijek bio zadovoljen
uvjet ¢vrstoce.

Primjena kriterija 0,4,

1. sloj +20°
o1 = 3830p, 09 = —112.3p, 06 = —148.7p (253)

Korigtenjem prvog kriterija
Xe <o <Xy (254)
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odnosno

—1250 - 10° < 3830p < 1500 - 10° (255)
Ovaj uvjet moze se zapisati
—1250-10° < 3830p iz Cega slijedi  p > —3.26 - 10° (256)
te
3830p < 1500 -10° —  p< +3.92-10° (257)
Prema kriteriju
Yo <o <Yy (258)
vrijedi
—200 - 10 < —112.3p < 50 - 10° (259)
odnosno
—200-10% < —112.3p — p<1.78-10° (260)
—112.3p-10% < 50-10° —  p> —4.45.10° (261)
Primjenom trece grupe izraza
log| < S (262)
|log| < 100 - 10° (263)
odnosno
log| < S (264)
§to daje
148.7p < 100-10° —  p<6.72-10° (265)
—148.7p < 100-10° — p>—6.72-10° (266)

Podruéje vrijednosti u kojem neée doéi do popustanja sloja +20° bit ¢ée presjek svih
ovako definiranih podrudja

—3.26-10° < p < 3.92-10° (267)

2. sloj -20°
Zbog istih vrijednosti naprezanja (osim og C¢iji predznak nema vaznosti obzirom da se
radi s apsolutnim vrijednostima) podrucje bez popustanja je isto kao i kod sloja +20°.

3. sloj 0°
Koristenjem iste metodologije kao i kod slojeva £20°
o1 =4770p, o9 =—168.6p, o06=0 (268)
vrijedi za
X, < o1 < Xy (269)
—1250 - 10° < 4770p < 1500 - 10° (270)
—1250-108 < 4770p — p> —2.62-10° (271)
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4770p < 1500-10° —  p< +3.14-10° (272)

odnosno
Ye<oa <Y, (273)
—200 - 10 < —168.6p < 50 - 10° (274)
—200-10° < —168.6p — p<1.186-10° (275)
—168.6p-10° < 50-10° —  p>—-2.97-10° (276)

te prema
o6 < S (277)
o6 <S — p<x (278)
—05<S — p>- (279)

¢ime je podrucje sigurnosti odredeno

—2.62-10° < p < 3.14 - 10° (280)

Ako se razmatra itav kompozit, vidljivo je da je sloj 0° onaj koji definira évrstodu jer
je presjek svih podruéja sigurnosti svih slojeva upravo u podrucju

—2.62-10° < p < 3.14-10° (281)

Primjena kriterija Tsai-Wu
Zapis kriterija

Fioy + Fyoo + FHO'% + F22a§ + F6gag — VF1 Fyo109 =1 (282)
pri ¢emu su parametri ¢vrstoce definirani prema izrazima (237), (238), (239) te (242) i
prikazani tablicom 11.

Tablica 11: Parametri ¢vrstoée

Fy [1/GPa] Fy [1/GPa] [y [1/GPa?] Fa = Fgg [1/GPa?
0.1333 15 0.533 100

1. Za sloj +20° kriterij ima oblik

F13830p+Fo(—112.3p)+F11(3830p)? + Fag (—112.3p) >+ Fog(—148.7p)* —/F11 F223830p(—112.3p) = 1
(283)

koji nakon uvrstavanja vrijednosti parametara ¢vrsto¢e ima oblik

Ap> +Bp+C =0 (284)
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Rjesavanjem ove kvadratne jednadzbe dobivene su dvije vrijednosti
pr=-198-10° |, p;=35-10° (285)
te se uvjet ¢vrstoce zapisuje
—1.98-10° < p < 3.5-10° (286)
2. Za sloj -20° izraz za kriterij je isti kao i za +20°; te p ponovno mora biti u granicama
~1.98-10° < p < 3.5-10° (287)
3. Za sloj 0° kriterij se zapisuje

Fy4770p + F5(—168.6p) + F11(4770p)* + Faz(—168.6p)* + —/F11 F24770p(—168.6p) = 1

(288)
te se nakon uvrstavanja parametara ¢vrstoce i rjeSavanje kvadratne jednadzbe dobiva
uvjet

—1.56-10° < p < 3.08 - 10° (289)

Tablica 12 pokazuje vrijednost maksimalne pozitivne i negativne sile P [kN] kojom cilin-
dar moze biti optere¢en obzirom na popustanje svakog od pojedinih slojeva. Vrijednosti
u zagradama dobivene su primjenom kriterija maksimalnih naprezanja.

Tablica 12: Maksimalna dopustena sila u [kN]
| P<0 P >0
20° | 1198 (-327) 1350 (1 392)
220° | -198 (-327)  +350 (+392)
0° | -156 (-262) 308 (1315)

Tablica 13 pokazuje vrijednost pojedinih ¢lanova u kriteriju popustanja primjenjenom
na sloj +20°. Tako Tsai-Wu kriterij izravno ne indicira nacin popustanja kompozita,
mogude je pretpostaviti da ¢lanovi koji imaju najveéu vrijednost pokazuju i dominantni
nacin popustanja.

Tablica 13: Maksimalna dopustena sila u [kN]

P [kN] | -198 | 350

o1 [MPa] -758 | 1340
o9 [MPa] 222 | -39.3
o6 |[MPa| 294 | -52.1
Fioy 0.101 | -0.179
Fyoy 0.334 | -0.590
Fiio? 0.308 | 0.958
Fyo03 0.049 | 0.155
Feeod 0.087 | 0.271
—VFi11Fy0100 | 0.123 | 0.385
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5 Mehanicki utjecaj promjene vlage i temparature

5.1 Toplinska naprezanja i deformacije

Pri promjeni temperature materijala, u njemu se javljaju slobodne toplinske deforma-
cije. Veéina materijala vlakana pri zagrijavanju povecavaju volumen, npr. polimeri,
aluminij, bor, kao i veéina materijala matrice. Izuzetak su ugljicna vlakna koja se pri
zagrijavanju skupljaju, te su stoga uglji¢ni kompoziti posebni jer u pravilu imaju nega-
tivan koeficijent linearnog toplinskog istezanja a u smjeru vlakna (8to u znatnoj mjeri
ovisi i o materijalu matrice), dok okomito na smjer vlakana imaju pozitivan «. Koefi-
cijent toplinskog rastezanja linearan je samo za odredeni raspon temperatura, dok je
generalno nelinearan, §to znatno usloznjava prorac¢une. Nadalje, i matrica elasti¢nosti te
fleksibilnosti nisu neovisne o apsolutno] temperaturi, §to je nuzno uzeti u obzir ako se
razmatra ponaanje kompozita pri ve¢em temperaturnom rasponu (npr. znatno ispod
sobne temperature, kao i pri vrijednostima temperature blizu one pri kojoj se kompoziti
proizvode). Toplinska naprezanja i deformacije bit ¢e oznaceni indeksom t. U sustavu
glavnih materijalnih osi jednog sloja, samo duljinske toplinske deformacije su razlicite
od nule, dok su kutne jednake nuli. Pri razmatranju kompozitnog paralelepipeda koji
je slobodan na svim stranicama, §to je nuzan uvjet za razmatranje slobodnih toplinskih
deformacija, a kojem su stranice u pravcu glavnih materijalnih osi oznacene ai, as te as,
slobodne toplinske deformacije su definirane kao

0 0

(2

=—, 1=13 290
o (200)

3

pri ¢emu su ¢; produljenja (skrac¢enja) paralelepipeda u pravcu materijalne osi 4 definirana
izrazima

57; =y a4 AT, 1= 1, 3 (291)

gdje je a; koeficijent linearnog toplinskog istezanja u pravcu osi 4, a AT razlika temper-
ature u odnosu na referentnu teperaturu. Ovdje je izrazito vazan problem proizvodnje
komporzita u autoklavu, gdje se pri hladenja kompozita, javljaju znatne toplinske de-
formacije i naprezanja. Stoga je pri proizvodnji uglji¢nih kompozita, AT negativan i
obi¢no iznosi oko -150°C. Pri daljnjem razmatranju nuzno je razlikovati ukupne defor-
macije, toplinske deformacije i mehanicke deformacije, kao i odgovarajuéa naprezanja.
Ukupne deformacije su mjera promjene dimenzija tijela te se stoga mehanicke deformacije
mogu izraziti kao razlika ukupnih i slobodnih toplinskih deformacija

eM=¢c—¢ (292)

Konstitutivna jednadzba, uzimajuéi u obzir navedeno, glasi

1 — Eﬁ [ S11 S12 513 0 0 0 1 01
g9 — 63 522 523 0 0 0 (o)
t
€3 —€&3 533 0 0 0 g3
_ 293
V23 Sy 0 0 To3 (293)
713 sim. Ss5 0 T13
72 L Ses | | T12
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odnosno izrazeno preko matrice elasti¢nosti C

o1
02
03
723
T13
T12

Cn

Ci2
Coo

stm.

Ci3
Cas
Cs3

Cu

0
0
0

o O O O

Css

Ce6

pri ¢emu se vektor mehanickih deformacija €™ zapisuje

g1 — e’f)i

g9 — &}

g3 — Eé
Y23
713
Y12

O O OO O

g1 — &}

€9 — 65

g3 — eh
23
713
Y12

(294)

(295)

Iz izraza (294) vidljivo je da za su pri odredivanju naprezanja bitne mehani¢ke deforma-
cije €™, dok se za odredivanje promjene dimenzija ¢itavog tijela (uzorka) u obzir uzimaju
ukupne deformacije €. Moguée je razlikovati dva slu¢aja: potpuno slobodno tijelo kod
kojeg su ukupna naprezanja i mehanicke deformacije jednaki nuli, te se konstitutivna
jednadzba zapisuje

odnosno

€1 — Eli

g9 — €}

€3 — Eg
V23
13
Y12

g =¢cl =a; AT

[ S11

Si2
S22

stm.

Si3 0 0
Soz 0 0
S33 0 0
S5

i=13

o O O oo

5

Se6 |

O O OO oo

Drugi slucaj je tijelo kojem su potpuno onemogucene deformacije

te vrijedi

g1
02
g3
723
713
T12

[ Ci

€ =7%; =0
Ci2 Cis
Co  Ca3
Cs3

stm.

i=1,3

o O O
o O o O

Cua
Css

o O O O O

Ce |

te su mehanicke deformacije izravno izrazene preko toplinskih

m

g = —

a;AT; v =0
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(296)

(297)

(298)

(299)

(300)



5.2 Naprezanja i deformacije uslijed promjene sadrzaja vlage

Problem vlage narocito je izrazen kod polimernih materijala, npr. epoksidna matrica je
higroskopna i ako nije zasti¢ena od utjecaja okoline, moze apsorbirati znatnu koli¢inu
vlage (¢ak i vise od 5 % referentne mase kompozita). Buduéi da ne postoji kompozit koji
je potpuno bez vlage, referentna je masa proizvoljno odredena u odredenom trenutku
eksploatacije. Analogno koeficijentu linearnog toplinskog istezanja «;, ovdje se uvodi
linearni koeficijent istezanja uslijed vlage ;. Slobodne deformacije uslijed vlage €} se
definiraju analogno slobodnim toplinskim deformacijama &’

el =3 AM, i=1,3 (301)

pri ¢emu su fF; za i = 1,3 koeficijenti linearnog istezanja uslijed vlage u smjeru glavnih
materijalnih osi, a AM promjena sadrzaja vlage u odnosu na referentnu vrijednost.
Vidljivo je da ponovno postoje samo duljinske deformacije uslijed vlage u pravcu glavnih
materijalnih osi, dok su vrijednosti kutnih deformacija jednake 0. Sli¢no kao i kod toplin-
skih naprezanja i deformacija i ovdje se definiraju naprezanja i deformacija koji ukljuéuju
i mehanicke, toplinske kao i vrijednosti deformacija uslijed vlage, te konstitutivna jed-
nadzba sada ima oblik:

g1 — Eli - 811} i 511 512 513 0 0 0 01
g2 — 65 — 53 522 523 0 0 0 g9
g3 — Eg — Eg _ 533 0 0 0 g3 (302)
Y23 Sige 00 23
Y13 sim. 555 0 T13
Y12 L Ses 1 L Ti2
odnosno izrazeno pomoc¢u matrice elasti¢nosti
o1 [ 011 012 013 0 0 0 €1 — 63 — qu)
g9 CQQ 023 0 0 0 €9 — Eg — 85
g3 _ 033 0 0 0 €3 — 8% — 8% (303)
T23 Cu 0 0 Y23
T13 sim. 055 0 Y13
Ti2 L Ce6 | Y12

Sve prije navedeno vezano uz toplinska naprezanja (deformacije) vrijedi i za veli¢ine
koje se javljaju zbog utjecaja vlage te se ponovno mogu razmatrati slucajevi potpuno
slobodnog ili potpuno ogranic¢enog kompozita, na nac¢in kako je to ve¢ izvrseno u poglavlju
5.1.

5.3 Utjecaj promjene temperature i sadrzaja vlage kod laminata u
ravninskom stanju naprezanja

Za ravninsko stanje naprezanja vrijedi da su sve komponente naprezanja koje imaju in-
deks & jednake 0. No, duljinska deformacija u pravcu osi 3, €3 nije jednaka 0. Nadalje,
vrijedi vazna pretpostavka da nema gradijenta temperature u pravcu osi z (drugim ri-
jeCima promjena temperature u pravcu osi z je ista za sve slojeve). Tada se pomocu
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reducirane matrice krutosti Q i fleksibilnosti S, konstitutivne jednadzbe zapisuju.

g1 — Eti — 611} SH 512 0 01
g9 —eb—ey 5= Soy 0 o9 (304)
Y12 stm. 0 SGG T12
odnosno
o1 Qu Q12 0 e —eh —¢f
g9 = QQQ 0 g9 — E% - 85 (305)
T12 sim. 0 Qes M2

Ponovno su mehanicke deformacije definirane kao razlika ukupnih i slobodnih toplinskih
i slobodnih deformacija uslijed vlage

em=¢g—¢gt —¢" (306)

Sve dosada napisano odnosilo se na definiranje naprezanja i deformacija u sustavu glavnih
materijalnih osi. No, kad se razmatra ¢itav kompozit, koji se sastoji od, cesto, velikog
broja slojeva nuzno je sve komponente tenzora naprezanja i deformacija prikazati u jed-
nom, referentnom koordinatnom sustavu, (x,y, z) da bi se integriranjem moglo odrediti
vektore sila i momenata, kako je to prikazano u poglavlju 4.4. Stoga je potrebno provesti
odgovarajucée tenzorske tranformacije, a prvi je korak da se komponente a; i 3; prikazu
u koordinatnom sustavu (z,y,z). U tu se svrhu koriste dobro poznate tenzorske trans-
formacije pri rotaciji tenzora iz koordinatnog sustava glavnih materijalnih osi u globalni
(opceniti) sustav. Ako je kut izmedu stare osi I i nove osi x jednak 6, vrijedi

el = cos® el +sin? O}, (307)
sg = sin?fel 4 cos® Oel,

&= o

el = fy;y = 2sinfcos (et — &)

§to uvrstavanjem izraza za slobodne toplinske deformacije daje

el = cos? a1 AT + sin® Qo AT (308)
EZ = sin?0oq AT + cos? Qo AT
62 = OngT

’Yiy = 2sinfcos (a1 AT — s AT)

iz ¢ega se lako izvodi veza linearnih koeficijenata temperaturnog istezanja

ay = aqc0820+ agsin’6 (309)
ay = o sin? 6 + s cos? 0
@, = Qa3

gy = 2sinfcosf(a; — )
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Provodenjem istog ovog postupka, ali za slobodne deformacije uslijed promjene sadrzaja
vlage, dobivaju se relacije

Be = Brcos?+ Bysin?h (310)
By = b sin? @ + 35 cos® 0
B: = B3

By = 2sinfcosf(B1 — Bo)

1z navedenih izraza vidljivo je da iako u glavnom materijalnom sustavu nema kutnih
deformacija izazvanih promjenom temperature ili vlage, u globalnom (proizvoljnom) ko-
ordinatnom sustavu postoje kutne deformacije ’y;y # 0 kao i v, # 0 bududi da su oy,
te By # 0. Sljededi vazan korak je odredivanje veze izmedu naprezanja i deformacija u
globalnom koordinatnom sustavu (x,y, z). Polaze¢i od izraza (304)

&1 —Eﬁ —811) 511 512 0 g1
g2 — 65 — 512) = 522 0 g9 (311)
Y12 stm. 0 566 T12

te uz zapis izraza (307) u matri¢noj formi (uz ¢ = cos, s = sin6)

el ? s —cs el

t _ 2 2 t
gy (= | s c cs €5 (312)
’yiy 2cs —2cs ? — 82 0

vidljivo je da je matrica transformacije ponovno T;l kako je definirano u poglavlju 2.1
¢ime se prijasnji izraz moze zapisati.

t —1t
MnoZenjem ¢itave jednadzbe matricom T. s lijeve strane, dobiven je vektorski izraz

el = Teely (314)

pri ¢emu je 62 vektor toplinskih deformacija u sustavu glavnih materijalnih osi, a El\tw\
vektor toplinskih deformacija u globalnom sustavu. Na isti se nacin moze pokazati
veza deformacija izazvanih promjenom sadrzaja vlage gdje se vektori odnose na iste
koordinatne sustave kao i kod toplinskih deformacija

Znajudéi da je prema izrazu (76)
il = To0|y (316)

te uzimajuéi u obzir prije napisane izraze, vrijedi
t
Tg(z?m - Em - Erx\) = STJO'M (317)
te nakon mnozenja s T;l s lijeve strane vrijedi

Em — Efm\ - €Tz| = TE_ISTUJM (318)
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Uz

S =T.!ST, (319)
izraz (318) zapisan je B
Em - Efz| - €T}$| = SO’M (320)
odnosno - L
St Sz Sie
E|m| — €Tx| — E‘Ux‘ = 522 §26 O-\x| (321)
sim. See

Ako se izraz (320) pomnozi s lijeve strane matricom S = Q vrijedi zapis

o) = Q(Efa| — &l — &) (322)
odnosno S
Qu Qi Qe .
Tla| = Qa2 Qo | (Ea] = €l — €ly) (323)
stm. Qes

Iz navedenih se izraza jednostavno dobivaju vrijednosti naprezanja za kompozit kojem su
sprijeceni svi pomaci rubova (ukljesteni) za koji vrijedi €|, = 0, deformacije za slu¢aj pot-
puno slobodnih rubova kod kojeg je o, = 0 ili slu¢aj bez promjene temperature odnosno
sadrzaja vlage (Efml odnosno €/, = 0). Ovo su najjednostavniji slu¢ajevi, no mogu se
analizirati i svi ostali slu¢ajevi kod kojih bilo koja komponenta tenzora naprezanja ili
deformacija moze imati zadanu vrijednost. Kako je prije definirano, mada se uobi¢ajeno
zanemaruje kad se radi o relativno tankim kompozitima, komponenta tenzora deforma-
cija €, = €3 u opcenitom slucaju # 0 te se direktno zapisuje koristenjem izraza (302)
kao

€, = agAT 4+ B3AM + Si301 + Soz09 (324)

odnosno koridtenjem transformacija vrijednosti u globalni koordinatni sustav (uz ¢ =
cosf, s = sin )

€, = asAT + B3AM + (51302 + 52352)0'33 + (51382 + 52302)0'y + 2(513 — SQg)CSsz (325)

Nakon definiranja ovih izraza, lako je postaviti izraze kojima su odredena naprezanja,
sile i momenti kod svih slojeva u kompozitu.

5.4 Sile i momenti uslijed promjene temperature i sadrZaja vlage

Izrazi definirani u prijagnjim poglavljima koriste se i za definiranje sila i momenata. Ove
veli¢ine mogu imati znatno drugadije vrijednosti u odnosu na vrijednosti bez promjene
temperature i vlage. Generalni zakljuéci: ako promjena temperature nije ovisna o z
koordinati, tada kod simetricnih materijala nema pojave dodatnih momenata savijanja
i uvijanja, dok postoji promjena u iznosu sila. Izrazi (187) kojima su definirane sile
i momenti vrijede bez obzira na koji su na¢in definirana naprezanja (odnosno §to ta
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naprezanja uklju¢uju) te se vrijednosti sila i momenata mogu zapisati

Ny + Ny + Ny [ A Aip A Bin Bia Big ] 9
Ny + N; + N;j AQQ A26 Blg B22 BQ6 62
ny + Nat;y + N;)y _ A66 Bl6 Bgﬁ B(;@ 62 (326)
M, + ML+ MY D11 Di2 Dis Ka
My + Mé + M; sim. Dos  Dog Ky
My, + Méy + Mg, i Degs Kay
odnosno matri¢no zapisano
N+N'+N" | | A B eY (327)
M+M+M* (| B D K
ili u inverznom obliku
£l [A B N + N' 4+ NV (328)
k[ |B D|| M+M+ MY
Tada se sila N; u pravcu osi ¢ moze zapisati
N, = Ap1e) + Aroey) + Agey + Biikie + Biaky + Bigkiay — Ni — N (329)

U ovom su izrazu NLY rezultantne sile u pravcu osi z uslijed promjene temperature
odnosno sadrzaja vlage. Analogno se analizom izraza (326) mogu definirati i preostale
dvije komponente sila, kao i momenti, npr.

Mx = Bllé‘g + 31252 + 31658 + Dlllig; + Dlglﬁy + Dlﬁlixy — M; — M; (330)

pri ¢emu su MLY odgovarajuéi momenti uslijed promjene temperature odnosno sadrzaja
vlage. Sukladno izrazima defniranim u teoriji laminata, izvode se pojedine komponente
toplinskih sila i momenata, npr.

h

Nt = / ® (@0 + Qro0y + Qrg0iay) ATz (331)

SIS

h

M, = / (Qr10z + Qo0 + Q160 ) AT 2d2 (332)

ol N

te sile i momenti uslijed promjene vlage

h

NP = /_ * (@B + QraBy + QreBey) AMdz (333)

[Ny

M = [ @b+ Quaby + Quofny) AM 2z (334)

h
2

Na isti se nacin mogu definirati i sve ostale vrijednosti sila i momenata. Sukladno
izrazima kojima su u prijasnjim poglavljima definirane sile i momenti, integracija po z

66



koordinati se svodi na sumaciju po slojevima, buduéi da se razmatra generalni slucaj
kada svaki sloj ima drugacija mehanicka svojstva, npr.

n

N. = ];(anaxk + @12kayk + alﬁkamyk)(hk — hy—1)AT (335)
M} = ;kzn:(an%k + Q1,00 + @wk%yk)(hz — hi_)AT (336)
g: Q11 By + Qua, By, + Que, By ) (hie — hi—1) AM (337)
% zi: Q1 Bar + Qra, By, + Que, Boye) (i — hig_y)AM (338)

Izrazi (335) do (338) se mogu se sazeto zapisati u matri¢noj formi

= AT;Qkak(hk — hi—1) (339)

M= A zi: war(h? —h3_) (340)
- AMkz:Qkﬁk(hk — ) (341)
- éAMéthi — 1) (342)

gdje su N i M! vektor toplinskih sila odnosno momenata, a NV i MY vektor sila i

momenata uslijed promjene sadrzaja vlage. « i 8 su vektori koeficijenata linearnog

istezanja uslijed promjene temperature odnosno sadrzaja vlage, indeks k odnosi se na k-

ti sloj dok je n ukupan broj slojeva. Kao i u slu¢aju pojave mehanickih sila i momenata,

pojava sila i momenata uslijed topline i vlage bitno ovise o rasporedu slojeva u laminatu.
1. Simetri¢ni laminati:

Sve komponente vektora momenata su jednake 0 dok su sve veli¢ine sila razli¢ite od nule.

2. UravnoteZeni (balansirani) laminati (oni kod kojih za svaki sloj s pravcem
vlakana 6 postoji sloj jednake debljine i od istog materijala s pravcem vlakana —6):
Sile N}éy = Ny, = 0, sve su ostale sile i momenti # 0. Ny su jednaki nuli zbog toga sto
su gradeni od Q4 i Qg koji se u ovom slucaju ponidtavaju za isti pozitivni i negativni
kut vlakna.

3. Simetri¢ni uravnoteZeni laminati:

Mehanic¢ki odziv je kombinacija sluc¢aja 1. i 2. te ¢e biti jednaki nuli sve komponente
vektora momenata te Niy =Ny, =0
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4. Poprecni (cross-ply) laminat koji se sastoji samo od slojeva s vlaknima pod
kutem 0° ili 90°:
Sile i momenti Nfgif = Miyv = 0, dok su sve ostale komponete # 0.

5. Simetri¢ni popre¢ni laminat:
Kombinacija slucaja 1. i 4. - jednake su nuli sve komponente momenata kao i N;y”

6. Izotropni sloj kao posebni slucaj jednog ortotropnog sloja:

Fha

t _ a7t
Np=Ny=1""3 (343)
te Ehg

gdje je E modul elasti¢nosti, h debljina sloja, a v Poissonov koeficijent. Sve su ostale
komponente sila i momenata jednake 0.
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